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Einleitung

Wovon handelt diese Vorlesung?

Man nehme eine Hand voll Widerstiande, Kondensatoren und Induktivitdten, fiige ein paar
Strom- oder Spannungsquellen hinzu, nehme vielleicht auch noch ein paar Transformatoren und
Operationsverstarker und 16te das Ganze irgendwie zusammen.

Wie kénnen wir die entstandene Schaltung analysieren — also verstehen was passiert? Welche
Schaltungen sind besonders sinnvoll?

Wie miissen wir eine Schaltung entwerfen, damit fiir ein bestimmtes Eingangssignal ein ge-
wiinschtes Ausgangssignal herauskommt?

Wir werden uns, wie der Name der Vorlesung schon sagt, auf lineare Bauelemente beschranken.
Aber wir werden auch - weil es dann etwas interessanter wird — ideale Operationsverstirker (als
Bauelement der analogen Schaltungstechnik) mit aufnehmen. Dioden, Transistoren, Thyristoren
etc. werden Thnen in anderen Vorlesungen vorgestellt.

Wir werden uns mit einfachen Netzen aus Widerstdnden und Gleichstromquellen warmlaufen.
Der folgende Graph steht als Symbol fiir ein solches Netz, wobei jede Verbindungslinie zwischen
zwei Knoten fiir einen Widerstand steht.

Abb. 0.1: Symbolische Darstellung eines Netzes aus Widerstdnden

Wir werden uns dann mit einfachen Operationsverstirkerschaltungen beschéftigen wie z. B.
diese:

R4
Uy Ri+Ry

U
2 U, R
Ro
o v 0

Abb. 0.2: Einfache Operationsverstirkerschaltung

Dann werden wir die gelernten Methoden auf Netze tibertragen, in denen auch Kondensatoren,
Induktivitdten und Wechselstromquellen vorkommen. Die komplexen Zahlen werden hierbei eine
wichtige Rolle spielen: wir sprechen auch von der komplexen Wechselstromlehre.
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R L ¢
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Abb. 0.3: Einfaches Beispiel aus der komplexen
Wechselstromlehre

1
Z =R+ jwL+ —
Jw

Im néchsten Abschnitt werden wir die Leistung besprechen, die von einer Quelle zu einem
Verbraucher wandert (und manchmal auch wieder zuriickkommt).

| Sinus mit doppelter Frequenz
U
L U
t

P Sinus mit einfacher Frequenz

Abb. 0.4: Leistung an einer Induktivitét

Wenn es bei einer Schaltung nur auf das Verhalten an zwei oder vier Klemmen ankommt, kann
man mithilfe der Zweipol- bzw. der Vierpol-Theorie schnell und elegant zu allgemeinen Aussagen
kommen.

I 2
T (20 Ze)[ ]
N R N R R

Abb. 0.5: Vierpol

Wenn wir uns fiir das Verhalten einer Schaltung iiber einen weiten Frequenzbereich interessieren,
so werden Ortskurven und Bodediagramme ein wichtiges Werkzeug sein.

o——4 XA ® — 00 Z
oo T
l ®-0
Abb. 0.6: Ortskurve
ay/dB

U, m U, %

} log @ /i
1 2 3> 97

U,

ay, = 20 - log U
Ys

Abb. 0.7: Bodediagramm
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Schliefslich werden wir den Transformator besprechen: den idealen, verlustlosen, unbelasteten
Trafo, aber auch den realen, verlustbehafteten Trafo mit sekundéarseitiger Last.

I I [0

Abb. 0.8: Transformator mit sekundérseitiger Last

Und zum Schluss kommt noch der Drehstrom an die Reihe: Was ist Drehstrom, wozu ist er gut,
wie analysiere ich eine Schaltung mit einer Drehstromquelle?

U
A Ys Us Uz

Abb. 0.9: Drehstrom mit Zeigerdiagramm

Ich hoffe, dass Sie nun ganz neugierig sind auf das, was Sie erwartet, so dass wir anfangen
kénnen.

@ | Aufgabe

,Schutz des Menschen*
»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN







1 Gleichstrom-Widerstandsnetze

1.1 Grundbegriffe und Definitionen

Zur Definition der Stromstdrke legen wir zunéchst eine Flache und einen Richtungspfeil fest.

ichtungspfeil
Flache

Abb. 1.1: Zur Definition der Stromstérke

Dann zahlen wir die Ladung pro Zeit, die durch die Flache hindurchgeht:

_dQ

I =
dt

Einheit: Ampere, Abkiirzung: A.

Die Festlegung der Flache wird manchmal vergessen: man meint intuitiv die Querschnittfliche
des Kupferdrahtes. Auch die Festlegung des Richtungspfeiles wird manchmal vergessen. Aber ohne
diese Festlegung macht natiirlich das Vorzeichen des Stromes gar keinen Sinn. Und wir wollen ja
am Ende schon wissen, in welche Richtung der Strom flieft. Ublich und in sich konsistent ist
folgende Konvention:

Q>0und vMni=1>0 (1.2)

Damit ergeben sich automatisch auch diese Festlegungen:

Q>0undvftln=1<0
Q<OundivM™Min=1<0
Q<Oundvftln=1>0 (1.3)

= Geschwindigkeitsvektor der Ladung,
= Richtung vom Stromzahlpfeil.

mit: U
s

Der Strom ist also positiv, wenn eine positive Ladung in Richtung des Zahlpfeiles durch die
Flédche flieftt. Er ist auch positiv, wenn eine negative Ladung entgegengesetzt zur Richtung des
Zahlpfeiles fliefit.

Das elektrische Potential an einem Ort ist die Arbeit, die ich in das System reinstecken muss,
um eine kleine Probeladung von einem vorher definierten Nullpunkt an den betreffenden Ort zu
bringen, dividiert durch die Probeladung.
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Nullpunkt X

Abb. 1.2: Zur Definition des elektrischen Potentials

w
¢=—=
Q

o .
Einheit: e Volt , Abkiirzung: V.
S

Im zweidimensionalen Fall kann das elektrische Potential als Potentialgebirge visualisiert wer-
den:

Abb. 1.3: Elektrisches Potential als ,,Potentialgebirge®

Auf der Spitze eines Potentialgebirges liegen offenbar schon ein paar positive Ladungen, denn
es macht Arbeit, dort noch eine zweite positive Probeladung hinzubringen. Die positive Ladung
wiirde, wenn man sie losliefse, das Potentialgebirge herunterfallen.

Die elektrische Spannung zwischen zwei Punkten im Raum ist die Differenz der beiden Potentiale
an diesen Punkten.

zZ
Uqo
(o))

P

o 01

Abb. 1.4: Zur Definition der elektrischen Spannung

Uiz = ¢1 — 92 (1.5)
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Natiirlich hangt das Vorzeichen der Spannung davon ab, ob man ¢ — ¢o oder ¢ — ¢1 berechnet.
In diesem Skript benutzen wir immer die oben genannte Schreibweise: Ujs = ¢1 — ¢2, d. h. das
Potential zum zweiten Index wird von dem Potential zum ersten Index abgezogen.

Der Zahlpfeil fiir Spannungen stellt eine andere dquivalente Ausdrucksweise dar:

Tl
u
i‘ﬁ 12 Uiz = Potential am Pfeilende - Potential an der Pfeilspitze (1.6)

Liegt der Ort 1 auf dem Gipfel des Potentialgebirges und der Ort 2 im Tal, so ist die Spannung
positiv. Da eine positive Probeladung normalerweise den Berg hinunterrollt, bedeutet das, dass
der Strom normalerweise (im Verbraucher) von ,plus nach minus* fliefst.

Wir kénnen den Verlauf des Potentials und den Strom in einem einfachen Stromkreis folgen-
dermafen darstellen.

- [ R
QI
HU_‘ I
¢ I Qullelle : UVer:brau(IEher

A |

I I I I I

I I I

| | | |
I

—» X

Abb. 1.5: Potential im einfachen elektrischen Stromkreis

Wir erkennen, dass wir fiir den Strom einen positiven Wert erhalten, wenn wir den

‘Stromzéihlpfeil hinter der Quelle von plus in Richtung minus

laufen lassen, und dass wir einen positiven Wert fiir die Spannung erhalten, wenn wir den

‘Spannungszéihlpfeil iiber einem Verbraucher in die gleiche Richtung wie den Stromzéhlpfeil

laufen lassen.

Wohlgemerkt: die Festlegung der Strom- und Spannungszahlpfeile ist eigentlich beliebig. Wir
werden uns aber in diesem Skript an die o. g. durchaus iibliche Konvention halten.

Zum Schluss brauchen wir noch die Begriffe Knoten, Zweige und Maschen.

Knoten sind die Punkte einer Schaltung, in denen mehrere (mehr als zwei) Leitungen zusam-
mentreffen:

1%— Knoten

Abb. 1.6: Zur Definition des Knotens

Zweige sind die Verbindungen zwischen zwei Knoten, die ein Bauelement enthalten:



14 1. Gleichstrom-Widerstandsnetze

Zweig

Abb. 1.7: Zur Definition des Zweiges

Verbindungen, die kein Bauelement enthalten, sind eigentlich nur ein einziger Knoten, der dop-
pelt dargestellt wird:

1

T

Abb. 1.8: Doppelt dargestellte einfache Knoten

Bei der Schaltungsanalyse sollten solche ,verteilten Knoten nur einen einzigen Namen bekom-
men. Maschen sind in sich geschlossene Wege in einem Netz.

Masche

Abb. 1.9: Zur Definition der Masche

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie folgende Dinge kennen:
e die Definitionen von Strom, elektrischem Potential und Spannung,
e die Bedeutung von Stromzéhlpfeilen und Spannungszéhlpfeilen,
e die Konvention iiber die Festlegung vom Stromzahlpfeil hinter einer Quelle,

e die Konvention iiber die Festlegung von Strom- und Spannungszihlpfeil iiber einem Ver-
braucher,

e die Definition von Knoten, Zweigen und Maschen.

1.2 Die Kirchhoffschen Gleichungen

Die erste Kirchhoffsche Gleichung besagt, dass die Summe aller Strome, die auf einen Knoten zu-
laufen, Null sein muss. Die Begriindung ist folgende: Im stationéren Zustand (d. h. nach eventuell
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moglichen Einlaufphasen) wiirde sich sonst im Knoten ein immer grofer werdender ,Ladungshau-
fen ansammeln, und das ist einfach nicht moglich (Erhaltungssatz fiir die Ladung).

Fiir die mathematisch richtige Formulierung miissen die Stromzéhlpfeile beriicksichtigt werden.
Dies wird am einfachsten an einem Beispiel deutlich:

L+1Iy—I3—1,—Is=0

Abb. 1.10: Beispiel fiir die Knotengleichung

S =0 Vorzeichen + wenn —>—+
k Vorzeichen - wenn E
(1.7)

1. Kirchhoffsche Gleichung = Knotengleichung

Wohlgemerkt: fiir das Vorzeichen ist die Richtung des Stromzéhlpfeiles mafigeblich. In wel-
che Richtung sich tatséchlich positive bzw. negative Ladungen bewegen, ist beim Aufstellen der
Gleichung unwichtig und meistens gar nicht bekannt.

Bei der zweiten Kirchhoffschen Gleichung betrachtet man die Summe aller Spannungen in einer
Masche: Sie muss ebenfalls Null sein. Dahinter steckt der Energie-Erhaltungssatz: Das Potential
ist die Energie, die notig ist, um eine Probeladung an einen Ort zu bringen (dividiert durch
die Probeladung). Damit muss bei einem geschlossenen Umlauf insgesamt genau so viel Energie
hineingesteckt werden wie wieder herausgeholt wird, sonst hétten wir ein ,perpetuum mobile
erfunden.

Abb. 1.11: Beispiel fiir die Maschengleichung

Auch hier miissen wir fiir die mathematische Formulierung die Zahlpfeile beriicksichtigen:

~Upy+Upp + Uz + U3y =0 (1.8)

Vorzeichen + wenn Zéhlpfeil 11 Maschenumlauf

2 Um =0 Vorzeichen - wenn Zahlpfeil 1] Maschenumlauf (1.9)

2. Kirchhoffsche Gleichung = Maschengleichung

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie die beiden Kirchhoffschen Gleichungen kennen und anwenden
kénnen und die Vorzeichen entsprechend den Strom- und Spannungszihlpfeilen richtig einsetzen.
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1.3 Analyse eines Netzes mit den Kirchhoffschen Gleichungen

Die Analyse eines elektrischen Netzes bedeutet: gegeben sind die Spannungsquellen (bzw. Strom-
quellen) und die Bauelemente (hier Ohmsche Widersténde); gesucht sind alle Spannungen und
Strome im Netz.

Wir konnen nach folgendem ,Kochrezept® vorgehen: (Im Folgenden werden wir noch raffinier-
tere Methoden kennenlernen.)

Vorarbeiten

e Lege in allen Quellen einen Stromzéhlpfeil nach folgender Konvention fest und gebe dem
Strom einen Namen.

l4
+ l
Abb. 1.12: Zahlpfeilkonvention an Quellen
e Lege in allen iibrigen Zweigen einen beliebigen Stromzéhlpfeil fest und gebe den Stromen
einen Namen.
e Lege iiber allen Verbrauchern den Spannungszahlpfeil in die gleiche Richtung wie den Strom-

zahlpfeil und gebe den Spannungen einen Namen.

Up

;l2—>;
R

2

Abb. 1.13: Zdhlpfeilkonvention an Verbrauchern

Aufstellen des Gleichungssystems

1. Stelle fiir alle Knoten die Knotengleichung auf:
Z I =0 Vorzeichen beachten! (1.10)

(Fiir den letzten Knoten ist die Gleichung tiberfliissig: Da insgesamt kein Strom die Schaltung
verlasst, folgt die Gleichung bereits aus den anderen.)

2. Stelle fiir alle Maschen die Maschengleichung auf:
Z Unm =0 Vorzeichen beachten! (1.11)

(Die Auswahl der Maschen ist etwas willkiirlich. An dieser Stelle soll es geniigen, dass wir zu-
sammen mit den Knotengleichungen immer so viele linear unabhéngige Gleichungen finden,
wie es unbekannte Grofen gibt.)

3. Stelle fiir jedes Bauelement den Zusammenhang zwischen Strom und Spannung auf (z. B.
Ohmsches Gesetz U = R - I, vgl. Abschn. 1.4).
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Losen des linearen Gleichungssystems

Durch sukzessives Auflésen nach einer Unbekannten und Einsetzen in die anderen Gleichungen

kann das lineare Gleichungssystem immer gel6st werden.

Beispiel: Gegeben ist folgendes Widerstandsnetz

Abb. 1.14: Beispiel fiir ein Widerstandsnetz

Als erstes erfolgt die Festlegung der Zahlpfeile und die Namensgebung;:

Abb. 1.15: Festlegung der Zahlpfeile und der Namen

Dann werden die Maschen und Knotengleichungen aufgestellt:

In—1I1—1,=0
IL+1Is—13=0
Ih —Is—1,=0
—Up+U;+Us=0
U1 +Uy+U;=0
—Us—-Us5+Us=0

Daraus wird ein lineares Gleichungssystem gemacht:
Iop—11—1,=0

L+1Is—13=0

Ih—1s—1,=0

Uy + Ry + R3I3 =0

—Ri1I; + Rolo + R515 =0

—R3gls — RsIs + Ry, =0

Die Losung dieses Gleichungssytems lautet:

Uo(R2R3 + R4R5 + RsRy + RyRy + R4R1 + RsR3 + R3R1 + RsRy)

Iy

" R4R3R; + RyRyRy + RyRoRs + RyRsRy + RyRsR3 + RsRiRy + RsRiRy + RsRs Ry
Uo(R2R3 + R4R5 + RsRa + R4R»)

I

" R4R3R; + RyRoRy + RyRoRs + RyRsRy + RyRsR3 + RsRiRy + RsRiRy + RsRs Ry
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Uo(R4R1 + RsR3 + R3R1 + RsRy)

I =

> 7 R4R3Ry + RyRoRy + RyRoRs + RyR5Ry + RyRsR3 + RsRy Ry + Rs Ry Ry + Ry R Ry
Io — Uo(R4R5 + R4R1 + R5Ro + R4R2)

> 7 RyR3Ry + RyRyR) + RyRoRs + RyRsR; + RyRs5Rs + RsRiRy + Ry Ry + RsRsRy
I, — Uo(R5R3 + R3R1 + Rs Ry + R2R3)

' 7 RyR3Ry + RyRyR) + RyRoRs + RyR5Ry + RyRs5Rs + RsRiRy + RsR Ry + RsRsRy
I Uo(—R2R3 + R4R1)

" R4R3Ry + RyRaRy + RyRyRs + RyRsRy + RyRsR3 + RsRy Ry + RsRy Ry + RsRs Ry

Am Ende dieses Kapitels sollen Sie einfache Netze mit Hilfe der Kirchhoffschen Gleichungen
analysieren konnen.

1.4 Der elektrische Widerstand

Man kann fiir alle Materialien, die man in der Natur findet, eine Strom-Spannungs-Kennlinie
bestimmen. Das bedeutet man schickt in das Material einen Strom und misst den Spannungsabfall.
Oft findet man einen linearen Zusammenhang:

u I
Steigung R Steigung G

> U

-
| U=R-I /I I=G-U

Abb. 1.16: Kennlinien fiir elektrische Widerstiande

Hierbei ist es nicht wichtig, ob bei der Messung die Spannung U oder der Strom I die abhéngige
Grofse ist. In dem einen Bild ist die Steigung der Geraden der Ohmsche Widerstand R und in dem
anderen Bild ist die Steigung der Leitwert G. Wir kdnnen jederzeit den einen Wert in den anderen

umrechnen:

U
= 1.12
R=" (112)
Einheit: Ohm, Abkiirzung: €.
I
G=— 1.13
- (113)
Einheit: Siemens, Abkiirzung: S.
1
R=— 1.14
5 (1.14)

v
Der Ohmsche Widerstand wird in ~y Semessen. Hierfiir gibt es die Abkiirzung 2 = Ohm.

A
Der Leitwert wird in v gemessen. Hierfiir ist auch die Bezeichnung S = Siemens iiblich. Das

Schaltungssymbol in Europa sieht so aus: —T—3 . In den USA ist folgendes Symbol iiblich:

MWW
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Der Ohmsche Widerstand eines Objektes hingt von den Materialeigenschaften und der Geome-
trie des Objektes ab. Um beide Einflussgréfsen zu trennen, fiihrt man den spezifischen Widerstand
ein:

|~
/'A/

Abb. 1.17: Zur Definition des spezifischen Widerstands

l

(1.15)

p: spezifischer Widerstand, Einheit Qm oder Qcm.

In der Natur findet man eine grofe Vielfalt von Materialien mit ganz unterschiedlichen spezifi-
schen Widerstédnden:

Leiter Halbleiter Isolatoren

Supraleiter <—— 4 f—t—— o i
InN Qcm
100 103 10° 10% 10% 10% 102 106

Abb. 1.18: Spezifischer Widerstand verschiedener Materialien

Manchmal ist der spezifische Widerstand abhéngig von anderen physikalischen Gréfen. Dann
eignet sich das Material als ,,Sensor: die physikalische Grofe kann leicht in ein elektrisches Signal
iibersetzt werden.

Es gibt temperaturabhéngige Widerstdnde: R = Rag(1 4+ o - AT + ...).

mit: Af¢ = Temperaturdifferenz zu 20°C.
o = Temperaturkoeffizient

Ist @ > 0 handelt es sich um einen PTC-Widerstand (Positive Temperature Coefficient). Wenn
a < 0 ist, spricht man von einem NTC-Widerstand (Negative Temperature Coefficient).
Es gibt dehnungsabhéngige Widerstéande.

N~ |V —

Abb. 1.19: Dehnung eines elektrischen Widerstands

AR Al Al
F =k- T T = Dehnung (116)
Fiir Metalle liegt k oft nahe bei 2. Fiir Halbleiter sind Werte von k bis 200 moglich. Wenn solche
dehnungsabhéngigen Widerstinde (DMS = Dehnungsmessstreifen) auf Biegekorper aufgeklebt
werden, konnen daraus z. B. elektronische Waagen hergestellt werden.
Es gibt mangetfeldabhéingige Widersténde:
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Permalloy Gold-
g schicht

Gold- Agéi_

schicht M

Abb. 1.20: Magnetfeldabhéingige Widersténde

—

mit: J = Stromdichte
M = Magnetisierung
© = Winkel zwischen J und M
p = pL+Apcos? ©
p1 und Ap = materialabhingige Konstanten

Dreht ein dufseres Magnetfeld die Magnetisierung M im Material, andert sich der elektrische
Widerstand. So kénnen z. B. die magnetischen Bereiche auf einer hard-disk ausgelesen werden.
Es gibt lichtabhéngige Widerstdnde z. B. aus CdS oder CdSe, die sich als Licht-Sensoren eignen.

Rin €2
A
1041
1021
100 L

—1 } p Einlx
10”1 109 10!

Abb. 1.21: Lichtabhéngige Widersténde

Schlieflich gibt es Widersténde, deren Wert vom Sauerstoffgehalt des Gases iiber dem Wider-
stand abhéngt:

RinS
A
107 L
SnO2
108 L
102 L
} } } - P02 in bar
102 10" 100

Abb. 1.22: Leitwert in Abh&ngigkeit vom Sauerstoffpartialdruck

Mit solchen Sensoren kénnen Verbrennungsanlagen gesteuert werden.
Nichtlineare Widerstéinde wie z. B. die Zener-Diode oder der Varistor sind Bauelemente, die
hier wegen der Beschréankung auf lineare Netze nicht behandelt werden.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie wissen, wie

e der Ohmsche Widerstand oder der Leitwert aus einer linearen I-U-Kennlinie abgelesen wer-
den kann,

e der spezifische Widerstand ermittelt wird,

e welche verschiedenartigen Sensoren aus Widerstinden gebaut werden kénnen.
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1.5 Einfache Schaltungen aus elektrischen Widerstanden

Die folgende Zusammenschaltung aus Widerstdnden nennt man Reihenschaltung oder auch Seri-
enschaltung:

R4 Ro RN
Abb. 1.23: Serienschaltung

Der gesamte Spannungsabfall iiber allen Widerstédnden betragt:

Uges =RiI+RolI+ ...+ RnI
=(Ri+Ry+..+Rn)-1 (1.17)

Damit sieht die Schaltung von den beiden dufseren Klemmen aus gesehen so aus wie ein einziger
Widerstand, der sich aus der Summe der Einzelwiderstinde ergibt:

Rges =Ri+Rs+ ..+ Ry (1.18)

Als néchstes betrachten wir die Parallelschaltung von Widerstdnden:

ges | 2 G

IN  On
B o —

Abb. 1.24: Parallelschaltung

1 1
Natiirlich hétte man das Bild auch durch Angabe der Widersténde R; = o Ry = e
1 N

beschriften kdnnen.
Es ist, wie wir gleich sehen werden, einfach praktischer, die Leitwerte zu benennen. Der Ge-
samtstrom in die Schaltung betridgt nach der Knotenregel:

Igeszll+12+m+IN
=GU+GU +...+GNU
=(Gi+Ga+...+GnN)-U (1.19)

Die Schaltung sieht also von den beiden dufseren Klemmen wie ein einziger Leitwert aus, der
sich aus der Summe der einzelnen Leitwerte ergibt.
Gges =G1+ G2+ ...+ GN (1.20)

Wenn wir zur Bezeichnung die Widerstédnde gewéahlt hétten, so wiren wir bei dieser Gleichung
herausgekommen:
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1 1 1 1
= — 4+ — + ...+ — 1.21
Rew  Ri  Ro TRy (121)

Liegen nur zwei Widerstande (bzw. Leitwerte) parallel, so ergibt sich folgende Gleichung:

Ry - Ro

Roes = ——— 1.22
& R+ Ro ( )
Die Gleichung kommt so haufig vor, dass man sie sogar im Schlaf beherrschen sollte!
Betrachten wir einmal das Verhéltnis Iy /Iges:
1 G,-U G
L= ! ! (1.23)

Iges (G1+G2++GN)U - Gges

Dies ist die ,,Stromteiler-Regel: In einem Knoten teilen sich die Strome entsprechend der Leit-
werte auf die verschiedenen Zweige auf.
Zum Schluss betrachten wir folgende Schaltung mit 4 Klemmen, den Spannungsteiler:

Abb. 1.25: Spannungsteiler

Vo _Hed ___Ho (1.24)
Uy (Ri+R2)-I (R1+R2)

Dies ist die ,,Spannungsteiler-Regel” — sie ist ebenfalls so wichtig, dass man sie jederzeit griffbereit
haben sollte! Die beiden Spannungen haben das gleiche Verhéltnis wie die Widerstédnde, iiber
denen die Spannungen abgegriffen werden. Dies gilt natiirlich nur, wenn der Spannungsteiler nicht
belastet wird, d. h. durch den Spannungsabgriff U, darf kein Strom fliefen.

Kleine nette Aufgabe:

Wie verhélt sich Us zu Uy, wenn wir einen Lastwiderstand R3 einfithren?

Abb. 1.26: Belasteter Spannungsteiler

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie

e den Ersatzwiderstand von Reihen- und Parallelschaltungen von Widerstdnden bestimmen
konnen,

e die ,Stromteiler-Regel” kennen,

e den Spannungsteiler beherrschen.
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1.6 Strom- und Spannungsquellen

Die einfachste Spannungsquelle ist eine Batterie. Es wire schon, wenn diese Spannungsquelle
immer die gleiche Spannung liefern wiirde — ganz unabhéngig von der Schaltung, die wir damit

versorgen.

VA

Abb. 1.27: Kennlinie einer idealen Spannungsquelle

Leider gibt es so eine Spannungsquelle nicht. Verbinden wir sie mit einem Schiebewiderstand
und machen den Widerstand immer kleiner, so miisste der Strom irgendwann gegen unendlich
gehen, und das ist kaum moglich.

Amperemeter
.
X
Schiebe-
Widerstand

Voltmeter

Abb. 1.28: Messeinrichtung zur Bestimmung der Kennlinie einer realen Spannungsquelle

Tatséchlich ergibt sich je nach Spannungsquelle eine der folgenden Kurven:

X |
| \ lineare
Abhé&ngigkeit
Abb. 1.29: Kennlinien von realen Spannungsquellen
Die lineare Abhé#ngigkeit interessiert uns in dieser Vorlesung besonders, da sie sich einfach

beschreiben lasst:

+
i U U=Up-R; *I UOi ideale Spannungsquelle
//
ideale T \ lineares Modell

Spannungsquelle einer Spannungsquelle

Abb. 1.30: Lineare Spannungsquelle und Symbol fiir die ideale Spannungsquelle

Wir setzen also die wirkliche Spannungsquelle fiir die schaltungstechnische Beschreibung aus
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einer idealen Spannungsquelle und einem in Reihe geschalteten Innenwiderstand zusammen. Von
den Klemmen aus gesehen sind die lineare Spannungsquelle und ihr Modell nicht zu unterscheiden.

Leerlaufspannung

Kurzschlussstrom

i

I li

Abb. 1.31: Kennlinie der linearen Spannungsquelle

Wird der Schiebewiderstand in Abb. 1.28 auf einen Wert eingestellt, der viel grofer als Ri ist,
so geht der Strom gegen Null und wir kénnen am Voltmeter die Leerlaufspannung Uy ablesen.
Stellen wir den Schiebewiderstand auf einen ganz kleinen Wert ein (klein gegeniiber R;), so geht
die Spannung gegen Null und wir kdnnen am Amperemeter den Kurzschlussstrom Ix ablesen.

Teilen wir die Leerlaufspannung durch den Kurzschlussstrom, erhalten wir den Innenwiderstand
R;:

Leerlaufspannung

U
- 20 Innenwiderstand =

R; =
Iy Kurzschlussstrom

(1.25)

Eine Batterie kann man auch als Stromquelle betreiben, aber sie ist keine besonders gute Strom-
quelle. Bessere Stromquellen lassen sich mit Operationsverstirkern herstellen — dies kommt aber
erst spater. Nehmen wir erst einmal einfach eine ,black box* mit der Aufschrift ,,Stromquelle. Wir
erhoffen uns davon die folgende Kennlinie:

Abb. 1.32: Kennlinie einer idealen Stromquelle

Auch so eine Stromquelle gibt es leider nicht. Wiirden wir sie mit einem sehr grofien Schie-
bewiderstand verbinden und den Widerstand immer groffer werden lassen, dann brauchten wir
irgendwann eine unendlich grofie Spannung, um den Strom konstant zu halten.

Amperemeter

X
0

Schiebe-

{oltmeter Widerstand

Abb. 1.33: Messeinrichtung zur Bestimmung der Kennlinie einer realen Stromquelle

Wir werden typischerweise eine der folgenden Kennlinien messen:
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7

»U

lineare
Abhéangigkeit

Abb. 1.34: Kennlinien von realen Stromquellen

Wieder konzentrieren wir uns auf die lineare Abhéngigkeit. Sie lasst sich leicht beschreiben:

Innenleitwert

+
- lu I=1p-G; +U lo T ideale Stromquelle

/
—£—
Se___o” \
ideale lineares Modell

Stromquelle einer Stromquelle

Abb. 1.35: Lineare Stromquelle und Symbol der idealen Stromquelle

Die Kennlinie sieht damit so aus:

Nennstrom bzw.

/ Kurzschlussstrom

Leerlaufspannung

Abb. 1.36: Kennlinie einer linearen Stromquelle

Bei ganz kleinem Lastwiderstand lesen wir am Amperemeter den Kurzschlussstrom Iy ab, und
bei ganz grokem Lastwiderstand die Leerlaufspannung Ur. Aus diesen beiden Groéfsen bestimmen
wir den Innenleitwert G;.

I K hlussst
=0 Innenleitwert = —— o oo O (1.26)

G; =
U Leerlaufspannung

(Wohlgemerkt: wir haben in der Elektrotechnik nicht einen Schrank mit Widersténden und einen
anderen mit Leitwerten! Ein 10 2-Widerstand ist gleichzeitig ein 0,1 S-Leitwert. Wir benutzen in
den Schaltungen immer grade die Bezeichnung, die uns am besten geféllt.)

Wenn wir genau hinsehen, haben die lineare Spannungsquelle und die lineare Stromquelle ei-
gentlich die gleiche Kennlinie, nur dass x- und y-Achse vertauscht wurden.

Wenn wir also eine ,blackbox“ mit zwei Klemmen und einer linearen Quelle haben, so konnen wir
das Innenleben durch zwei Schaltungen beschreiben, die wir von aufsen gesehen nicht unterscheiden
konnen. Solche zwei Schaltungen, die sich im Klemmenverhalten nicht unterscheiden, nennt man

dual.
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® ®

Ri
IOT G <—> Uol()
I
Beispiel:
20
IOT o5 < Yo=90rl i()
I

Abb. 1.37: Lineare Stromquelle und lineare Spannungsquelle als duale Schaltungen

Die beiden Schaltungen sind genau dann dual, wenn

1. Ri=— (1.27)

(
a a I
2. 1@ =10=%" g gy - —GO (1.28)

Gleichung 1.27 besagt: Wir nehmen das gleiche Bauelement aus unserem Widerstandslager und
16ten es einmal parallel zur Stromquelle oder in Serie zur Spannungsquelle in die Schaltung.

Gleichung 1.28 besagt: Ist eine Spannungsquelle mit Uy gegeben (Fall b), so finden wir die
duale Stromquelle, indem wir Uy/R; berechnen. (Wir kénnen genau so gut sagen wir wihlen eine
Stromquelle, bei der Iy so grof ist wie der Kurzschlussstrom aus Schaltung (b)).

Gleichung 1.28 sagt auch: Ist eine Stromquelle mit Iy gegeben (Fall a), so finden wir die duale
Spannungsquelle, indem wir Ip/G; berechnen. (Die Spannungsquelle muss so grof sein wie die
Leerlaufspannung aus Schaltung (a)).

Wir kénnen also jederzeit in einer gegebenen Schaltung eine Stromquelle in eine duale Span-
nungsquelle umformen oder umgekehrt. Manchmal wird dadurch die zu analysierende Schaltung
etwas leichter: Manchmal reduziert sich das Problem von 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten durch
die Umwandlung auf 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten und das ist schon ein grofser Gewinn.

Zum Schluss dieses Kapitels stelle ich noch vier Exoten vor: die gesteuerten Quellen. Wie man
so etwas Schones bauen kann, lernen wir spéter bei den Operationsverstiarkern. Hier sollen sie nur
bekannt gemacht werden:

U0=(X0'US |0=BU.US U0=(X‘1'IS IO=B1'IS
Spannungsgesteuerte Spannungsgesteuerte Stromgesteuerte Stromgesteuerte
Spannungsquelle Stromquelle Spannungsquelle Stromquelle

Abb. 1.38: Gesteuerte Quellen

Die Spannung einer spannungsgesteuerten Spannungsquelle ist nicht immer automatisch auf
den gleichen Wert eingestellt, sondern hangt von einer anderen Spannung ab. Manchmal ist diese
andere Spannung irgendwo anders in der gleichen Schaltung zu finden. Stellen wir uns einfach
vor, diese andere Spannung wird mit einem Voltmeter gemessen und an eine Quelle {ibergeben,
die daraus den passenden Wert Uy bestimmt.

Das kann beispielsweise so aussehen:
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Uz
—
R3

EKK

Abb. 1.39: Beispiel fiir eine spannungsgesteuerte Spannungsquelle

Mit gesteuerten Quellen kann man ganz verbliiffende Effekte erzielen.

In diesem Kapitel haben Sie
e die ideale, reale und lineare Spannungsquelle,
e die ideale, reale und lineare Stromquelle,
e ihre Ersatzschaltbilder,
e die Leerlaufspannung und den Kurzschlussstrom,
e den Innenwiderstand und den Innenleitwert kennengelernt.

Sie wissen, was duale Schaltungen sind und kénnen eine lineare Stromquelle in eine lineare Span-
nungsquelle umwandeln und umgekehrt.
Schliefslich haben Sie vier verschiedene gesteuerte Quellen kennengelernt.

1.7 Leistung

Wir haben in Kapitel 1.1 bei den Definitionen schon folgendes Bild kennengelernt:

o1 1

Ge1siopim

umlc

b2 |

\

S\
P
y
X

Abb. 1.40: Einfacher elektrischer Stromkreis und Verlauf des elektrischen Potentials

Die Spannung U;s war definiert als die Energie, die nétig ist (bzw. die frei wird), um eine
Probeladung vom Ort 1 an den Ort 2 zu bringen bezogen auf die Probeladung. Schieben wir also
einmal eine kleine Probeladung im Stromkreis herum, so gilt:

aw
Up=0; — Py = — 1.29
= -0y = G0 (129
Wir schreiben die Gleichung etwas um und denken uns viele kleine Probeladungen in einer Kette
aufgereiht, die im Kreis herum laufen:

d
dW:Ulg'dQ:Ulg-d—?-dt:Ulg-Il.dt (1.30)

Die Energie, welche die Quelle pro Zeit liefert bzw. die Energie, die pro Zeit im Widerstand
,verheizt“ wird, ist per Definition die Leistung von Quelle bzw. Verbraucher:
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P_M_Um‘fl-dt
Codt dt

Damit ergibt sich ganz allgemein fiir elektrische Netze:

=Up- -1 (1.31)

P=U-I (1.32)

Dies ist ein Ergebnis von grofter Bedeutung. Es gestattet die schnelle Bestimmung der Leistung
aus der Kenntnis von Strom und Spannung. Die Einheit der Leistung ist V' - A. Hierfiir hat man
die Abkiirzung Watt (Abkiirzung W) eingefiihrt.

Aus der Leistung konnen wir immer die Arbeit, d. h. die insgesamt in einer Zeitspanne T
umgesetzte Energie berechnen:

T
W:/ U-Idt (1.33)
0

Die Einheit der Energie ist natiirlich Joule (J). In der Elektrotechnik spricht man auch oft von
Wattsekunden (Ws), was offensichtlich das Gleiche ist.

Die Leistung, die in einem Ohmschen Widerstand umgesetzt wird, lésst sich schon angeben,
wenn nur zwei der folgenden drei Grofen gegeben sind: U, I oder R (bzw. G)

2
P:U~I:R-Izz%:G-U2 (1.34)

Wir miissen uns leider noch einmal mit dem léstigen Vorzeichen beschéftigen:
An einer Quelle und an einem Verbraucher hatten wir eine Zahlpfeil-Konvention verabredet:

+ —»—o o——
ol D [] ) u
—— [0 e —
P=U-I P=U-I
P>0: P>0:
Leistungsabgabe Leistungsaufnahme

Abb. 1.41: Vorzeichen der Leistung an der Quelle und am Verbraucher

Wir sehen nachtriglich, dass die Zahlpfeil-Konvention einen ganz bestimmten Sinn hatte: Gibt
eine Quelle wirklich gerade Leistung ab, so erhalten wir mit P = U - I eine positive Zahl, was man
auch eigentlich so erwartet. Ahnlich ist die Situation am Verbraucher: Wir erhalten eine positive
Zahl fiir die Leistung P, wenn der Verbraucher wirklich gerade Leistung aufnimmt.

Es kann passieren, dass wir uns bei der Zahlpfeil-Festlegung vertan haben, und dass die ,Quel-
le* in Wahrheit gerade Leistung aufnimmt. Ein Akku, der gerade aufgeladen wird, konnte so eine
,Quelle mit Leistungsaufnahme sein. Das ist nicht weiter schlimm. Es kommt dann nur fiir P eine
negative Zahl heraus, und das sagt aus: die ,Quelle* nimmt gerade Leistung auf.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie wissen, dass die Leistung, die in einem Bauelement erzeugt
oder verbraucht wird, sich mit P = U - I berechnen lasst, und Sie sollten die Vorzeichenkonvention
(Leistungsaufnahme/Leistungsabgabe an Quelle/Verbraucher) kennen.
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1.8 Leistungsanpassung

Setzen wir einmal eine (lineare) Quelle und einen Verbraucher zusammen:

4§ P

Abb. 1.42: Einfache Zusammenschaltung von Quelle und Verbraucher

Wir stellen uns die Frage: bei welchem Lastwiderstand Ry, kommt in der Last die grofste Leistung
an?

Die Frage macht Sinn, denn: ist Ry, sehr grofs, dann flieft fast kein Strom, und bei dem Produkt
U - I kommt eine sehr kleine Zahl heraus. Ist R;, aber anderseits sehr klein, so wird die Spannung
im Produkt U - I sehr klein und es kommt wieder eine kleine Zahl heraus.

Also: Bei welchem Ry, kommt fiir die Leistung U - I der gréfite Wert heraus?

Die Antwort bekommen wir, wenn wir die Leistung am Verbraucher P; als Funktion von Ry,
bestimmen, dann nach Rj, differenzieren und die Ableitung gleich Null setzen:

P;, als Funktion von Rj, lautet:

Ug

pPo=U,- I=1"R,=——9% .
L=UL L= (Ri+ R1)?

Ry (1.35)

Nach Ry, differenziert ergibt:

dP, 1 2
L_Ug_< _ Ry, >

dRj, a (Ri + RL)2 (Ri + RL)3
_U2 (Ri-i-RL—?RL)
-0 (Ri + Rp)3
R, — Ry,
—U2. 1.36
O (R;+Ryp)3 (1.36)
Ableitung gleich Null setzen:
P
4h _ 0 genau dann, wenn R; = Ry, (1.37)
dRy,

Die Leistung im Verbraucher ist dann maximal, wenn der Lastwiderstand genau so groft gewahlt
wird wie der Innenwiderstand der Quelle. In diesem Falle spricht man von , Leistungsanpassung®.
Wir kénnen die Gleichungen mit folgendem Bild anschaulich machen:

Abb. 1.43: Leistung am Lastwiderstand als Funktion von Ry /R;
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Bei der ,richtigen Wahl von R; ergibt sich folgende maximale Leistung am Verbraucher:

s 10§

Prmaz = 0 . R; = -0 1.38
L (R; + R;)? 4R, (1.38)

Der Vergleich mit der Kurve Abb. 1.43 zeigt, dass es sich wirklich um ein Maximum handelt.
Vergleichen wir diesen Wert einmal mit der insgesamt im System ,yverbrauchten” Leistung (bei
Leistungsanpassung R; = Ry):

R A
Quelle = BT R, 2R,

(1.39)

Das bedeutet, dass bei Leistungsanpassung die Hélfte der insgesamt abgegebenen Leistung im
Verbraucher ankommt und die andere Halfte in der Quelle selber ,yerheizt wird.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie den Begriff Leistungsanpassung und die Regel Ry = R;
kennen. Sie sollten wissen, dass bei Leistungsanpassung die Hilfte der abgegebenen Leistung im
Verbraucher und die andere Halfte in der Quelle ,verheizt* wird.

@ | Aufgabe

,,Heckscheibenheizung"

»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN

1.9 Optimierung des Wirkungsgrades

Das Ende des letzten Kapitels bringt uns auf eine ganz andere Frage: wie miissen wir Ry wéih-
len, damit ein moglichst groffer Prozentsatz der insgesamt verbrauchten Leistung im Verbraucher
ankommt. Damit fragen wir nach einem hohen Wirkungsgrad der Anordnung:

P
n=—= Wirkungsgrad (1.40)
Pges
In unserem Beispiel ergibt sich:
P I’ R Rr/R;
n= L L __Ri/R (1.41)

Pes I2(R;+Rp) 1+Ry/R
Auch diese Gleichung kann man mit einem Bild veranschaulichen:
n

1 ___.

o5t - _—"_______.

Abb. 1.44: Wirkungsgrad als Funktion von Ry /R;
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Damit wird der Wirkungsgrad besonders grof, wenn Ry, sehr grof gegeniiber R; ist. Uberschrei-
ten wir den Punkt Ry /R; = 1 (Leistungsanpassung!), bei dem wir wie oben schon berechnet einen
Wirkungsgrad von 50 % haben, so wird zwar der Wirkungsgrad immer hoher, aber die an den
Verbraucher abgegebene Leistung wird wieder kleiner.

Leistungsanpassung und optimaler Wirkungsgrad sind also zwei ganz unterschiedliche Zielset-
zungen. Fangen wir mit einer Antenne eine Leistung aus einer ,Radiowelle auf, so wollen wir
moglichst viel von dieser Leistung in den folgenden Verstdrker iibertragen. Wir sollten also die
Leistungsanpassung anstreben und den Eingangswiderstand des Verstarkers so wahlen, dass er
mit dem Innenwiderstand der Antenne {ibereinstimmt.

Wollen wir aber eine 100 W-Gliithlampe am Netz des Energieversorgungsunternehmens betrei-
ben, so mochten wir einen besonders hohen Wirkungsgrad haben und das bedeutet, dass der
Innenwiderstand der Quelle klein sein sollte gegeniiber dem Widerstand der Glithlampe. Eine Lei-
stungsanpassung ware vollig unsinnig, denn wir wollen ja gar nicht die maximal mogliche Leistung
aus dem Netz abziehen (und bezahlen) sondern nur 100 W.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie den Begriff Wirkungsgrad kennen und wissen, dass ein System
aus Quelle und Verbraucher immer dann einen hohen Wirkungsgrad hat, wenn: Ry > R; gilt.







2 Formalisierte Verfahren zur Analyse von
Gleichstromnetzen

2.1 Einfiihrung

Im Abschn. 1.3 haben wir ein Verfahren kennengelernt, um mithilfe der Kirchhoffschen Gleichun-
gen ein elektrisches Netz zu analysieren. Es geht uns also darum, aus den gegebenen Quellspan-
nungen und Quellstromen und den gegebenen Widerstdnden sémtliche unbekannten Grofen wie
z. B. alle Zweigstrome zu berechnen.

Wir wollen in den folgenden Kapiteln die Ansétze systematisieren und formalisieren. Das hilft
uns, wenn wir relativ komplexe Netze mit vielen Maschen und Knoten analysieren wollen. Es zeigt
aber auch, wie ein Computer vorgehen kann, den wir damit beauftragen wollen, die ldstige Arbeit
flir uns zu erledigen.

Die drei tragenden Sédulen der Schaltungsanalyse sind:

e das Zweigstromverfahren
e das Maschenstromverfahren und

e das Knotenpunkt-Potentialverfahren.

Wir werden alle drei Verfahren vorstellen und ihre Vor- und Nachteile besprechen. Dariiber
hinaus werden in diesem Zusammenhang zwei weitere Verfahren genannt, die aus der , Trickkiste
der Elektrotechnik kommen, und mit denen man sich manchmal die Arbeit etwas erleichtern kann:

e das Uberlagerungsverfahren und

e das Netz-Umwandlungsverfahren

Wir werden alle Verfahren an ein und dem selben Beispiel erlautern:

Abb. 2.1: Beispiel zur Erklarung der formalisierten Verfahren

2.2 Das Zweigstromverfahren

Beim Zweigstromverfahren sind die unbekannten Gréfen, fiir die wir einen Satz linearer Gleichun-
gen aufstellen, die Zweigstrome. Es ist das Verfahren, welches im Abschn. 1.3 schon beschrieben
wurde. Daher kann hier gleich mit dem , Kochrezept” begonnen werden.
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Zweigstromverfahren:
1. Festlegung der Zahlpfeile fiir Strom und Spannung,
2. Maschenumlauf festlegen,

3. alle linear-unabhéngigen Knotengleichungen aufstellen (eine weniger als die Zahl der Kno-
ten),

4. alle linear-unabhéngigen Maschengleichungen aufstellen, wobei die Spannungen U; als R; - I;
ausgedriickt werden,

5. Gleichungssystem nach den Zweigstrémen auflosen.

Fiihren wir alle diese Schritte fiir unser Beispiel der Reihe nach durch:
Festlegung der Zahlpfeile

h — —D
R4 R,
+ +
Uos U3l Rs Uo2
I3

Abb. 2.2: Festlegung der Zahlpfeile

Uo1 +<

Abb. 2.3: Festlegung des Maschenumlaufs

Aufstellen der Knotengleichungen

K: L+1I,—13=0 (2.1)

Aufstellen der Maschengleichungen (mit I; als Variable)

M1: —Upn+1L1R1+13R3=0
M2: — Uy +1oRs+ I3R3 =0 (2.2)

Lésen des Gleichungssystems

aus K folgt: Is=1 + 1 (2.3)
eingesetzt in: M1: LRy + (I + I2)Rs = Upy )
eingesetzt in: M2: IRy + (I + I2)Rs = Upa (2.5)

(2 Gleichungen mit 2 Unbekannten)
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1
aufgelost nach: I, = iR (Un — Ii(R1 + R3)) (2.6)
3

eingesetzt in M2: % (U()l -1 (Rl + Rg)) + I1 Rg = Upo (2.7)
3

(1 Gleichung mit 1 Unbekannten)

Uo1(R2 + R3) — Up2R3

nach I aufgeldst: B = BBy + RoRs + RoRy

Uo2(R1 + R3) — Uni R3
RiRy + RoR3 + R3Ry ’

oben eingesetzt: I, =

' . U01R2 + U02R1
ter ob tzt: Iy = : 2.10
welter oben eingesetz 3 RiRy + RoR3 + R3R; ( )

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie das Zweigstromverfahren kennen und anwenden kénnen. Sie
sollten alle Maschen und Knotengleichungen (mit den richtigen Vorzeichen!) aufstellen und das
lineare Gleichungssystem nach den Unbekannten auflésen kénnen.

2.3 Das Maschenstromverfahren

Bei diesem Verfahren fithren wir als unbekannte Groéfsen sogenannte Maschenstrome ein. Fiir sie
stellen wir das Gleichungssystem auf und 16sen es. Zum Schluss miissen wir dann aus den Ma-
schenstromen noch die eigentlichen gesuchten Grofen namlich z. B. die Zweigstrome bestimmen.
Das Ganze sieht wie ein Umweg aus, aber wir werden gleich sehen, wann und warum dieser Umweg
manchmal schneller zum Ziel fiihrt:

Zur Definition der Maschenstrome denken wir uns alle Stréome im gegebenen Netz als zusam-
mengesetzt aus kreisformig durch jede einzelne Masche fliefsenden Maschenstréme. An den Stellen,
an denen ein Zweig nur zu einer einzigen Masche gehort, ist der Maschenstrom identisch mit dem
jeweiligen Zweigstrom. Da, wo ein Zweig zu zwei Maschen gehort, iiberlagern sich beide Ma-
schenstrome: der wahre Zweigstrom ist die Summe der einzelnen Maschenstrome. Das Ganze ist
immer dann erlaubt, wenn in allen Bauelementen ein linearer Zusammenhang zwischen Strom und
Spannung herrscht, also das Ohmsche Gesetz gilt. Dann kann man natiirlich jeden Strom als eine
Summe von beliebigen Teilstromen auffassen. Die Spannungsabfille aller Teilstrome iiber einem
Widerstand addieren sich dann auch zum tatséchlichen Spannungsabfall iiber diesem Widerstand.
Jede Aufteilung in Teilstrome ist erlaubt, aber die hier gewéhlte ist besonders raffiniert!

Am Beispiel sieht das so aus:

o ' Q (/ D’ )

Abb. 2.4: Festlegung der Maschenstréme
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Die Richtung der Maschenstrome kann beliebig festgelegt werden, allerdings miissen dann in der
Folge alle Vorzeichen in sich konsistent richtig gewahlt werden. Bei der oben gewéhlten Festlegung
fliefen die Maschenstréme I und I37 in entgegengesetzter Richtung durch Rj!

Mit diesen Maschenstrémen als unbekannte Gréfien lassen sich nun Maschengleichungen auf-
stellen:

IM1: — U + RiIM + Ryl — R313T =0 . (2.11)

IM2: +Uge + R3I} — RsIM + Ro1} =0 . (2.12)

Wir sehen, dass wir in Gleichung IM1 den Spannungsabfall, den I3/ iiber R3 verursacht, abziehen
miissen, weil 1 f\/[ und I 5\4 in diesem Zweig ein entgegengesetztes Vorzeichen haben. Entsprechendes

gilt fiir I in der Gleichung IM2.
Zum Losen des Gleichungssystems fassen wir zunéchst zusammen:

aus IM1 folgt:  (Ry + R3) I — RsIY = Uy (2.13)
aus IM2 folgt: (=R3)IM + (Ry + R3) )Y = —~Ups . (2.14)

Dann l6sen wir IM1 nach I auf:

1 Uo1
= —(Ri+Rs)- I — — 2.15
¥ = (B By Y 215
Eingesetzt in IM2 ergibt sich:
M 1 v U] _
(—Rs) - I" + (R + R3) - - (R + R3) - )" — —— ¢ = —Up2 (2.16)
R3 RS
Daraus folgt:
I{V[{—Rg + R1Ro + RoR3 + R3Ry + R%} — U01(R2 + Rg) = —UpR3 , (2.17)
und schlieflich
Uo1(R2 + R3) — Upa Rz
U 7 RiRy + RyR3 + R3R; ' (2.18)
Oben eingesetzt ergibt sich auch Ié‘/[ :
g _ UoiBs — Uo2(R1 + R3) 1 (2.19)

> " RiRy+ RoR3 + RsRy
In unserem Beispiel ist der eigentliche gesuchte Zweigstrom I; identisch mit [ fV[ , der Zweigstrom

I ist gleich —IM und der Zweigstrom I3 ergibt sich sofort aus

Iy=1M 1M (2.20)

Damit haben wir iiber den Umweg der Maschenstréme das Problem gelGst.
Und was ist daran nun schoéner als beim Zweigstromverfahren?
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Einmal sehen wir, dass wir nur 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten 16sen mussten an Stelle von
3 Gleichungen mit 3 Unbekannten. Aber das mag Zufall sein. Etwas anderes ist viel interessanter:
Die Gleichungen IM1 und IM2 lassen sich besonders {ibersichtlich in Matrix-Form {ibersetzen:

(Rl + R3 —Rg3 > ([V) - <+U01) (2 21)
—R3 Ry + R3 Ié\/[ o —Up2 '

Und man erkennt sofort das Prinzip wie wir von einer gegebenen Schaltung zur Matrix kommen!

In den Diagonalelementen steht die Summe aller Widersténde der zu diesem Index gehorenden
Masche. Und an den anderen Positionen (neben der Diagonalen) stehen die Widerstande, die sich
zwei Maschen teilen:

Matrixindex 12 heisst: gemeinsamer Widerstand von Masche 1 und 2. Das Vorzeichen ist negativ,
wenn die Maschenstrome entgegengesetzt sind und positiv, wenn sie gleichgerichtet durch den
Widerstand fliefsen.

Auf der anderen Seite der Matrixgleichung 2.21 stehen die Quellspannungen in allen Maschen.
Hier gilt die umgekehrte Regel fiir das Vorzeichen! Zeigen Maschenstrom und Spannungszahlpfeil
in die gleiche Richtung, ist das Vorzeichen negativ (entgegengesetzte Richtung — Vorzeichen po-
sitiv). Das liegt daran, dass wir den Quellterm bei der Umformung der Maschengleichung auf die
rechte Seite geschafft haben. Ist in einer Masche einmal keine Quelle, tragen wir an der entspre-
chenden Stelle eine Null ein. Sind mehrere Quellen in einer Masche, so tragen wir die Summe aller
Quellspannungen in der Masche ein (Vorzeichen beachten!). Sind Stromquellen in der Schaltung
vorhanden, so wandeln wir sie als Erstes in dquivalente Spannungsquellen um.

Das allgemeine Kochrezept zum Maschenstromverfahren lautet also:

Maschenstromverfahren:
0. Umwandlung aller Stromquellen in Spannungsquellen.
1. Festlegung der Zahlpfeile fiir Strom und Spannung.
2. Maschenstrome definieren.

3. Alle linear-unabhéngigen Maschengleichungen aufstellen, wobei die Maschenstrome als Un-
bekannte gewahlt werden.

4. Gleichungssystem nach den Maschenstromen auflésen.

5. Zweigstrome aus den Maschenstromen berechnen.

Interessanterweise tauchen die Knotengleichungen nicht auf: sie sind durch die geschickte Wahl
der Maschenstrome automatisch erfiillt.
Das Aufstellen der Matrixgleichung zum Maschenstromverfahren lasst sich verallgemeinern:

S 0T
Ri1 Ri2 -+ Rim M 1\%:1 ’
fin = (2.22)
Ryoi -+ -+ Rpm I% Z Ui

LMm

mit: R;; = Summe aller Widerstande in Masche i,
R;; = Summe der gemeinsamen Widerstande von Masche i und Masche j
(damit ist Rij = Rj,‘).

dabei gilt:
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M 44 IJM: Vorzeichen positiv, (2.23)
M1l IJM: Vorzeichen negativ, (2.24)
>~ Upi: Summe der Quellspannungen in Masche m, dabei gilt:
Mm
Uo; 11 IM: Vorzeichen negativ(!), (2.25)
Uoi 1 IM: Vorzeichen positiv(!), (2.26)

Man erkennt sofort, dass man einem Computer relativ leicht beibringen kann, aus einer gege-
benen Schaltung die Matrixgleichung aufzustellen, und das ist ein wichtiger Vorteil des Maschen-
stromverfahrens gegeniiber dem Zweigstromverfahren.

Am Ende des Kapitels sollten Sie das Maschenstromverfahren kennen und anwenden konnen.
Insbesondere sollten Sie ein gegebenes elektrisches Netz unmittelbar in die Matrixgleichung iiber-
setzen konnen (mit richtigen Vorzeichen!).

2.4 Das Knotenpunktpotentialverfahren

Wieder geht es darum, zur Losung des Netzwerk-Problems neue unbekannte Grofen einzufiihren
— némlich die Knotenpunktpotentiale —, ein Gleichungssystem fiir diese Knotenpunktpotentiale
aufzustellen und zu I6sen, und schliefslich daraus die unbekannten Grofen des Netzes zu bestim-
men.

Die Definition der Knotenpunktpotentiale ist einfach: Es sind die Potentiale an allen Knoten.
Das Potential an einem Referenz-Knoten, den wir als ,,Masse” bezeichnen, legen wir auf Null. An
unserem Beispiel sieht das so aus:

4 >
vy v,

oD

Abb. 2.5: Bezeichnung der Knotenpunktpotentiale

Der Knoten unten wird willkiirlich auf Masse gelegt, d. h. V5 = 0.
Die Knotengleichung an V3 lautet:

IL+1I,—13=0 (227)

Der Trick beim Knotenpunktpotentialverfahren besteht nun darin, diese Gleichung mithilfe des
Ohmschen Gesetzes (I = G -U) in eine Gleichung umzuformen, in der die Knotenpunktpotentiale
auftauchen: Da

L=W-V3) -Gy
I = (Vo — V3) - Go
—I3=Vo—V3) Gs (2.28)
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gilt:

Vi=V3) - Gi+(Va—V3)-Go+ (Vo —V3) - G3 =0 (2.29)

Da aber folgende Spannungen gegeben sind:

Vo =0,Vi = Uop1, Vo = Up2 (2.30)

landen wir sofort bei einer Gleichung mit einer Unbekannten: V3

U -G1 —V3-G1+ UGy — V3 -Gy —V3G3 =0 (2.31)
Nach V3 aufgelost ergibt sich:

V3(G1 + G2 + G3) = Up1 Gy + UpaGa (2.32)
Uo1G1 + UpaGa

Va = 2.33

5T G+ Gy + Gs (2:33)

Nun kénnen wir iiber den Umweg der Knotenpunktpotentiale die Zweigstrome ausrechnen:

G3(Un1G1 + UpaG2)

o =Va-Ga= 2.34

3 3 3 G1+ Gy + Gs ( )
UnnG1 + UgpG

L =Gi1(Up — V3) =Gy (U(n — Cgi +1G2 —1?26‘32) (2.35)
Uy G1 + Uy G

I, = G2(Upz — V3) = Go <U02 — Goi J:GQ fg;) (2.36)

Wer Lust dazu hat, kann noch durch Umformung (R; = 1/G;) zeigen, dass die gleiche Losung
wie bei den anderen Verfahren herausgekommen ist.
Betrachten wir noch einmal kurz die Knotengleichung in der Form:

Vi=V3)-G1+ (Va=V3)- G2+ (Vo —V3) -G53 =0 (2.37)

Die Gleichung erst iiber die Strome aufzustellen und dann in den oben genannten Ausdruck
mit den Knotenpunktpotentialen umzuformen ist eigentlich ein Umweg: Wir brauchen doch nur
vom ausgewéhlten Knoten der Reihe nach in alle Zweige hereinzugehen und immer das Potential
am Ende des Zweiges vom Potential am ausgewéhlten Knoten abzuziehen. Multipliziert mit dem
Leitwert des Zweiges ergibt sich immer der Strom, der in den Zweig hineinfliefst. Bei der Summe
tiber alle (V; — Vi) - G; muss immer Null herauskommen.

Auch fiir das Knotenpunktpotentialverfahren gibt es eine schéne Matrixgleichung. Da wir aber
in unserem Falle nur einen einzigen Knoten haben, hat die ,Matrix“ nur ein Element, und das ist
etwas zu wenig um das Prinzip zu erklaren.

Daher brauchen wir ein neues etwas anderes Beispiel:

V4 Vs

[—
| ——

G
[ G i Gc ‘>|
q1 e a 6 q2

Vo

Abb. 2.6: Beispiel zur Erkliarung des Knotenpunktpotentialverfahrens
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Wir haben schon an allen Knoten dem Potential einen Namen gegeben. Nun stellen wir fiir
jeden Knoten die Knotengleichung auf und driicken die Stréme immer durch (V; — V%) - G aus:

Iq1+(V(]—V1>'Ga+(V2—V1)-Gb:() (2.38)
Ipp+(Vo—V2) - Ge+ (Vi = V2) -G, =0 (2.39)

Das Gleichungssystem lautet:

(Gat+Gp) Vi=Gy-Va=1In (2.40)
-Gy Vi +(Gp+Ge) - Vo = q2 (2.41)

Die Losung im Einzelnen soll hier iiberschlagen werden. Das Ergebnis lautet:

(Gb + GC)Iql + Gb . Iq2

= 2.42
V= GGt GGt Gl (242)
Gy Ig + (Go + Gp)Ip2
— 2.4
V= G G T GGt GuCa (243)

Das Kochrezept fiir das Knotenpunktpotentialverfahren lautet damit:

Knotenpunktpotentialverfahren:
0. Umwandeln aller Spannungsquellen in Stromquellen,
1. Bezeichnung aller Knotenpotentiale und Auswahl des Bezugspotentials,

2. Aufstellen aller linear-unabhéngigen Knotengleichungen, wobei die Stréme durch
(Vi — Vi) - Gy, ausgedriickt werden,

3. Gleichungssystem nach den Knotenpotentialen auflésen,

4. Zweigstrome aus den Knotenpunktpotentialen berechnen.

Bei diesen Verfahren tauchen keine Maschengleichungen auf! Sie sind durch die Formulierung
iiber die (V; — V%) - G; automatisch erfiillt!

Besonders wichtig ist auch hier wieder die Ubersetzung des Gleichungssystems in eine Matrix-
gleichung

s R R AR 2

Wir beobachten: die Diagonalelemente ergeben sich als die Summe aller Leitwerte, die auf
einen Knoten zulaufen. Die anderen Matrixelemente sind die Leitwerte zwischen zwei Knoten,
d. h. Index 12 heisst Leitwert zwischen Knoten 1 und Knoten 2, mit umgedrehtem Vorzeichen.
Der inhomogene Term auf der rechten Seite der Matrixgleichung ergibt sich aus der Summe aller
Quellstrome, die auf den Knoten zulaufen. Damit kann man wieder eine gegebene Schaltung sofort
in eine Matrix iibersetzen:

IR
Gii G2 - Gy Vi ;;1 1

G = . (2.45)

G - o G V., S Iy
LKn
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mit: Gy = Summe aller Leitwerte, die auf den Knoten zulaufen,
G;j — Summe aller Leitwerte im Zweig zwischen Knoten i und j mit negativem Vorzeichen,
E I,; = Summe aller Quellstréme, die in den Knoten fliefen,

q_>e positiv %—» q negativ

Bei ,,Gj; = Summe aller Leitwerte® sind natiirlich parallel geschaltete Leitwerte zwischen zwei
Knoten gemeint. Auflerdem gilt: wenn zwei Knoten gar nicht benachbart sind, wird Null einge-
tragen.

Dieses Verfahren lasst sich noch leichter anwenden als alle anderen: Wir brauchen nicht mehr
oder weniger geschickt ,linear-unabhéngige“ Maschen zu definieren, sondern gehen in der gege-
benen Schaltung einfach alle Knoten der Reihe nach durch. Das kann auch ein Computer leicht
durchfiihren. Daher basiert auch das weit verbreitete Programm PSPICE zur Schaltungsanalyse
auf dem Knotenpunktpotentialverfahren.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie das Knotenpunktpotentialverfahren beherrschen:

o Aufstellen der Gleichungen,

e Aufstellen der Matrix direkt aus dem gegebenen Netz (mit richtigen Vorzeichen!).

2.5 Lineare Gleichungssysteme

Bei der Analyse von elektronischen Schaltungen sind wir immer wieder bei n linearen Gleichungen
mit n Unbekannten heraus gekommen. In diesem Kapitel soll der Zusammenhang mit dem Teil
der Mathematik, der ,linearen Algebra®“ genannt wird, hergestellt werden.

2.5.1 Vektoren, Addition und Subtraktion, Skalarprodukt

Vektoren sind geordnete Mengen aus n Zahlen (reell oder komplex) fiir die folgende Rechenope-
rationen definiert sind:

al bl
. as . by
a= und b=1 . (2.46)
A, bn
Addition ist dann:
ay + by
- az + ba
a+b= ) (2.47)
an + by,
Subtraktion bedeutet:
al — b1
o as — b
i-b=| " " (2.48)

an — by
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Multiplikation mit einem Skalar heisst:

aq aaq
as aas
al .| = ) (2.49)
Gn aan
Das Skalarprodukt ist definiert als:
6-52 aiby + asbs + ... + anby, (2.50)

(Ein reiner ,Vektorraum® erfordert nicht die Definition eines Skalarproduktes. Mit einem Ska-
larprodukt spricht man von einem ,euklidischen Raum®).
Der Absolutbetrag ergibt sich zu:

|| :va-d’:\/a%+a§+...+ag (2.51)

n ist hierbei die Dimension des Vektorraumes.
k Vektoren sind linear abhéngig, wenn es Koeflizienten «, ...y gibt, so dass

ad + Bb..AEé=0 (2.52)

Andernfalls sind sie linear unabhéngig.
Linear abhéngig sind zum Beispiel:

(;) und @ (2.53)

da

()-0)-0)

<;> und <_31> (2.55)

ai

a2
Der zu einem Vektor @ = | . | transponierte Vektor ist @’ = (ara9...ay).

Qn
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2.5.2 Matrizen, Matrizenmultiplikation, Determinante, Rang einer Matrix

Eine (n,m) Matrix A ist ein rechteckiges Schema von Zahlen (reell oder komplex) fiir das folgende

Operationen definiert sind:
Addition und Subtraktion

air a2 - Qip bir b2 -+ bin
a1 @2 -+ Q2 bor  bao -+ bay
A= ; B = ;

aml am2 - Amn bml bm2 e bmn
a1 +b11 ai2+bi2 - aip+bin
a1 +ba1  azx+by -+ agy, + by

A+B= . (2.56)
am1 + bml am2 + bm2 cr Qmp Tt bmn

Multiplikation mit einem Skalar

a1l Qaiz v Qdlp
aa21 aano s aaon
aA = . (2.57)
Aml QGm2 -+ Qlmp
Multiplikation von Matrizen
* blj *
* bgj *
B —

A= lan a2 a3 - Cij Cij = aibij + aizboj + ... + ainby; (2.58)

C=AB = Z aikbkj
k=1

Die Matrizen werden iiber Eck nebeneinander geschrieben. Das Produkt hat in den i-ten Zeilen
und der j-ten Spalte das Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von A und des j-ten Spaltenvektors
von B. Gleichzeitig kann man die Grofe der Produktmatrix erkennen: sie hat so viele Zeilen wie
A und so viele Spalten wie B.

Die Inverse einer Matrix ist folgendermafen definiert:

AoA-l 9 L (2.59)



44 2. Formalisierte Verfahren zur Analyse von Gleichstromnetzen

Beispielsweise sind folgende Matrizen invers zueinander:

G561 (2.60)

Die Inverse einer 2*2 Matrix findet man folgendermafen:

<CCL Z>_1 - adl—bc <—dc _ab> (2.61)

Die Determinante einer Matrix ist eine Zahl, die jeder quadratischen Matrix auf folgende Art
zugeordnet ist:

detA = Z (sgn(o’) H aw(i)> (2.62)
i=1

oeSn

wobei die Summe iiber alle Permutationen o der Zahlen {1, ..., n} berechnet wird und sgn(o)
das Vorzeichen der Permutation ist o: +1 fiir gerade und o: -1 fiir ungerade Permutationen.
Fiir den Fall einer 2*2 Matrix ist die Berechnung ganz einfach:

a b
det <c d> = ad — bc (2.63)

Fiir den Fall einer (3*3) Matrix ergibt sich folgendes Rechenschema:

a b oc g b ¢ @ b ¢ i b ¢
det|d e fl=a-det|d ¢ [|—b-det|d ¢ f|+c-det|d e f (2.64)
g h i ghi g I i g h |

Determinanten erfiillen folgende Eigenschaften:

det(..., U + o, .. 0, ...) = det(..., U, ..., ...) (2.65)

detA = det AT (2.66)

det(..., T, ...,1,...) = —det(..., &, .7, ...) (2.67)

det(aA) = a"*detA (2.68)
1

det(AB) = detA detB ~ detA™' = —— 2.69

et(AB) = detA de c detA (2.69)

Die Determinante einer Matrix ist 0 genau dann, wenn die Zeilen bzw. Spalten nicht alle linear
unabhéngig sind. Beispiel (vergl.: 2.53):

det @ 2) —0 (2.70)

det <?1) _31> =6 (2.71)

Der Rang einer Matrix ist die grofte Zahl linear unabhéngiger Zeilen bzw. Spaltenvektoren.
Beispiel:
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ot )1 2

ro (; ‘31> 9 (2.73)

Damit ist die Determinante einer n * n Matrix ungleich Null, wenn der Rang gleich n ist.

2.5.3 Losungsmethoden fiir Systeme aus linearen Gleichungen

Jedes System aus linearen Gleichungen lésst sich auch als Matrixgleichung schreiben:

a1 a2 -+ Gl
a1 a2 T a2n
A= ;
a1121 + a1oro+... + a1y, = b1 Am1 Am2 - Qmn
ao1%1 + av0ro+... + asp Ty, = ba
71 by
. ) S by
=1 . |; b= .
Am1T1 + amaTo+... + GmnZn = bm
Tp b
A-Z=0D (2.74)

Damit lédsst sich die Losung eines linearen Gleichungssystems auch als die Bestimmung der
Inversen der Systemmatrix beschreiben:

A ALx

S Sl

AL
AL (2.75)

311
I

Ein lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen mit n Unbekannten hat nur dann eine ein-

deutige Losung, wenn:

< der Rang der Matrix A gleich n ist
< die Determinante der Matrix nicht 0 ist

< alle n linearen Gleichungen linear unabhéngig sind.

Nun werden zwei formale Methoden zur Bestimmung der Losung eines linearen Gleichungssy-

stems vorgestellt:

A) Cramersche Regel:
Die Matrix A; entsteht, indem der i-te Spaltenvektor von A durch b ersetzt wird. Dann findet

man folgendermafsen eine Lésung:

. detAi
~ detA
Beispiel fiir 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten:

(2.76)

T

O a

c d To a b
det(c d
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Beispiel fiir ein System mit 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten:

a1121 + a12w2 + a13r3 = by
a21x1 + a2 + a3r3 = by
as1x1 + asoxo + agzxs = b3 . (2.78)

Wir definieren folgende Determinante:

ailp a2 a3
ag1 a2 az3| = D (279)
a3y az2 ass

wobei gilt (siehe 2.64):

ass a a as @
D=ay %2 98| _ 4,0 4 oape |02 022 (2.80)
az2 ass as1 az1 as2
Wir definieren weiter:
bi a2 ais air b1 ais a1 aiz by
Dy = by ax a3, Dy = |ag1 b2 asosl, D3 = |ag1 aze bo| . (2.81)
bs az2 as3 az1 bz ass as1 azz b3
Dann gilt:
Dy Do Ds
T = — Ty = — und T3 = — . 2.82
D’ D D ( )

B) Gaufsches Eliminationsverfahren:
Zuerst folgt die allgemeine Regel, die dann an einem Beispiel erldutert wird.

1. Umwandeln des Gleichungssystems in (A‘l;)

2. Vertauschen von Zeilen, Multiplizieren von Zeilen mit o # 0, Addition von Vielfachen von
Zeilen zu anderen Zeilen mit dem Ziel, dass die Matrix nur noch auf und oberhalb der
Diagonalen Werte ungleich Null hat.

3. Ziel erreicht: die Matrix hat nur auf und oberhalb der Diagonalen Eintragungen ungleich
Null.

4. Rekursiv Auflsen, d. h. beginnend mit der letzten Zeile immer wieder das Ergebnis in die
Zeile dariiber einsetzen.

Beispiel:

1)
T1 + 229 + 323 =06 1 2 3 6
1 + 3x2 + Txz = 16 = 13 7 | 16 (2.83)
3x1 + 310 — 223 = —9 3 3
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2)
1 2 3 6
0 1 4 10
0 -3 —-11 —27
4)
T3 =3 —
%

3)
12 3] 6
2.84
= 01 4] 10 (284)
0011 3
(2.85)

2o =10 — dag = —2

J}1:6—2ZL‘2—3ZC3:1

Bei grofieren Gleichungssystemen sollte man ein Programm aus dem Gebiet der Computer-
Algebra einsetzen. Die Programme, die besonders weit verbreitet sind, heiffen Mathematica und
Maple. Hier wird das Grundmuster zur Losung von n Gleichungen mit n Unbekannten in Maple
gezeigt. Als Beispiel wihlen wir die Aufgabe aus Abschn. 1.3, die ,belastete Briicke:

[> restart;

_>gll ::IO—Il—IQZO;

(> gl2:=1, +Is — I3 =0;

|:>gl3:—12—f5—f4—0;

{>gl4::Uo+R1*I1+R3*I3:0;
[>gl5:: —Ryx Iy + Ry x Io + R * I5 = 0;

[>gl6::—Rg*]g—R5*I5+R4*]4:0;

>gll:=1y— 11 — Is = 0

>qgl2:=11+ I — Is = 0

>qgld =1y —Is — Iy = 0

>gld:=Uy+ Ry x11 + R3 x I3 =0;

>glb:=—RyxI1 + Rox Is + Ry x I5 = 0;

> gl6:= —Rgx I3 — Ry x Is + Ry x I, = 0;
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[ > solve({gl1, g2, g13, gl4, gl5, gl6}, {Io, I1, I3, I3, I, I5 });

j UQ(RQRg + R4Rs5 4+ RsRo + R4Ro + R4R1 + RsR3 + R3R1 + R5R1)

0 R4R3R1 + R4RoR1 + R4yRoR3 + R4yRsR1 + R4RsR3 + R3R1 Ry + RsR1Ro + RsR3Rs
I — Uo(RzRg + R4Rs + RsRo + R4R2)

! Ry4R3R1 + RyRoRy + R4RoR3 + RyRs R + R4R5R3 + R3R1Rs + RsR1 Ry + RsR3Rs
j U()(R4R1 + RsR3 + R3R, + R5R1)

2 RyR3R1 + R4RoR1 + RyRoR3 + R4R5R1 + RyR5R3 + R3R1 Ry + RsR1 Rs + RsR3Ro
| Uo(R4R5 + R4R1 + R5Ro + R4R2)

3 Ry4R3R1 + RyRoR1 + R4RoR3 + RyRsR1 + R4R5R3 + R3R1Rs + RsR1 Ro + RsR3Rs
I — Uo(R5R3 + R3R1 + RsRy + R2R3)

* 7 R4RsR; + RyRoRy + RyRyRs + RyR5R| + RyR5Rs + RsR1 Ry + RsRy Ry + RsRs Ry
I — Uo(RoR3 + RyRy)

° " R4R3R, + RyRyR) + RyRyR3 + RyRsR) + RyRsR3 + R3Ri Ry + RsR1 Ry + RsRsRy

Abb. 2.7: Programmbeispiel zur Losung eines linearen Gleichungssystems mit Maple

Mit ,restart wird das Programm initialisiert. Dann erhalten alle Gleichungen einen beliebigen
Namen (hier wurde gll bis gl6 gewéhlt, aber wir hétten sie auch Hinz und Kunz nennen koénnen).
Sie werden mit:

Gleichungsname := Gleichung;
wie im Beispiel zu sehen, eingegeben. Danach sagt man nur noch:
solve ({Aufzéhlung aller Gleichungsnamen}, {Unbekannte, nach denen aufgelost werden soll});

und schon steht das Ergebnis in voller Allgemeinheit da. Werden dann spezielle Werte festgelegt,
z. B. mit:

Uy =3V
Ry =50

usw., konnen auch alle Strome explizit berechnet werden.

Jeder ist herzlich eingeladen mit Maple zu spielen. Es macht Spafs und ist sehr niitzlich. Im
weiteren Studium und im Beruf sollten Sie immer da wo nétig ein Werkzeug der Computer-
Algebra einsetzen. Kein Ingenieur wird seine Zeit heute noch damit vergeuden, 6 Gleichungen mit
6 Unbekannten ,zu Fufl“ zu l6sen.

Fiir die Analyse linearer elektrischer Netze erkennen wir:

Wir koénnen jedes lineare Netz in ein System aus n Gleichungen mit n Unbekannten bzw. in
eine Systemmatrix und einen inhomogenen Term umwandeln. Wir miissen beim Aufstellen der
Gleichungen beachten, dass alle n Gleichungen linear unabhéngig sind. Sind sie es nicht, so kdnnen
wir immer andere n Gleichungen finden, die linear unabhéngig sind.

Zur Losung sind alle Verfahren méglich, die in der linearen Algebra hierzu erfunden wurden.
Finige Losungsmethoden sind manchmal numerisch besser geeignet als andere, zur geschickten
Auswahl ist im Falle grofser Gleichungssysteme mehr mathematisches Wissen nétig.
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Am Ende dieses Kapitels sollten sie drei Methoden kennen, um lineare Gleichungssysteme zu
16sen:

1. Schrittweise nach den Unbekannten auflosen und riickwérts einsetzen (Gaufsches Elimina-
tionsverfahren).

2. Mit Determinanten arbeiten (Cramersche Regel).

3. Ein Softwarewerkzeug wie z. B. Maple einsetzen.

2.6 Graphen-Theorie und vollstandige Baume

Natiirlich wollen wir hier keine Graphen-Theorie betreiben ...

Aber: jedes elektrische Netz lasst sich offenbar durch einen Graphen beschreiben:

Zweige

Maschen

Knoten

Abb. 2.8: Darstellung eines linearen Netzes mit 5 Knoten als Graph

Hierbei wurden alle Verbindungen zwischen allen Knoten eingezeichnet. Jede Verbindung ist
ein Symbol fiir eines der folgenden Elemente:

loij —»-
Uoij R;
i O 1 j oder — ——e
o

1

Abb. 2.9: Jeder Zweig in Abb. 2.8 steht fiir eine Spannungs- oder Stromquelle

Strom- und Spannungsquelle sind, wie wir in Abschnitt 1.6 gesehen haben, ineinander {iberfiihr-
bar und dquivalent. Der Fall, dass zwischen zwei Knoten nur ein Widerstand ohne Spannungsquelle
liegt, ist nur ein Spezialfall, in dem die Quelle Up;; gerade den Wert Null hat. Auch der Fall, dass
eine Verbindung zwischen zwei Knoten gar nicht vorhanden ist, ist nur ein Spezialfall, bei dem R;;
unendlich bzw. G;; gleich Null ist. Somit haben wir eine Darstellung des allgemeinsten denkbaren
elektrischen Netzes aus Quellen und Widerstdnden gefunden.

Wir wollen als erstes fragen, wieviel Zweige dieses allgemeine Netz hat, wenn die Zahl der
Knoten gegeben ist. Hierzu fangen wir mit dem ersten (1) Knoten an und gehen zu allen anderen
Knoten (rote Linie).

Das ergibt schon mal (k-1) Zweige:
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(1)

Abb. 2.10: Abzéhlen alle Zweige, die von einem Knoten ausgehen

Dann gehen wir zum néchsten (2) Knoten und gehen wieder zu allen anderen Knoten (griine
Linie), aber nicht zu dem einen, bei dem wir schon waren. Das ergibt noch mal (k-2) Zweige.

@)

(1)

Abb. 2.11: Abzéihlen alle Zweige, die vom néchsten Knoten aus hinzukommen

So machen wir weiter, bis der letzte Zweig gezéhlt wurde. Wir erhalten also folgende Zahl der
Zweige

z=k—1)+k—-2)4+..+2+1. (2.86)

Die Mathematiker haben fiir uns herausgefunden, dass dies das Gleiche ist wie:

- %k(k _). (2.87)

(Probieren Sie es mal mit ein paar Zahlen fiir k aus).

Damit kénnen wir aus der gegebenen Knotenzahl k die Zahl der Unbekannten in unserem
Netzproblem herausfinden, denn zu jedem Zweig gehort genau ein unbekannter Zweigstrom.

Wie sieht es nun mit der Zahl der Gleichungen aus, die wir zur Losung des Problems aufstellen
kénnen?

Da sind zunédchst einmal natiirlich (k-1) linear unabhéngige Knotengleichungen. (Die Gleichung
zum letzten“ Knoten liefert keine neue Information, da kein Strom die Schaltung insgesamt ver-

1
lasst.) Das reicht bei 51{:(!{ — 1) Unbekannten noch nicht aus. Wie brauchen noch die Maschen-
gleichungen.
Wie viele linear unabhingige Maschengleichungen gibt es?

Wir zdhlen die Maschengleichungen folgendermafien ab: Wir wéhlen einen Zweig zwischen (1)
und (2) (Abb. 2.12) aus und markieren alle Maschen, die diesen Zweig enthalten.
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Abb. 2.12: Abzédhlen aller Maschen, die einen Zweig enthalten

Das ergibt (k-2) Maschen. Dann nehmen wir den néchsten Zweig (zwischen (2) und (3)) und
gehen genau so vor. Nun diirfen wir aber die eine Masche, die zum ersten Zweig fiihrt, nicht noch
mal mitzahlen. Daher erhalten wir nun weitere (k-3) Maschen.

Abb. 2.13: Abzéhlen aller Maschen, die vom néchsten Zweig aus hinzukommen

So machen wir weiter, bis wir einmal herum sind. Wir erhalten insgesamt

m=(k-2)+ (k-3 +..+2+1. (2.88)

Maschengleichungen. Mit der gleichen Formel aus der Mathematik wie oben rechnen wir um:

m = %(kz—l)(k:—Q). (2.89)

Nun zahlen wir die Knotengleichungen und die Maschengleichungen zusammen: Gesamtzahl der
linear unabhéngigen Gleichungen

- (k—l)—i—%(lﬁ—l)(k—Q) (2.90)

Diesen Ausdruck kann man umformen:

1
:(k;—l)+§(k2—k—2k:+2)

= _k*——k
2 2
1
= Sh(k—1) (2.91)

Dies ist (wie durch ein Wunder) gerade die Zahl der unbekannten Zweigstrome z. Wir haben
also sogar im allgemeinsten aller vorstellbaren Netze immer genau so viele linear unabhéngige
Gleichungen wie Unbekannte!
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Um die genaue Festlegung der linear unabhéngigen Maschen haben wir uns ehrlich gesagt
immer etwas herumgemogelt. Wir wollen noch einmal etwas genauer untersuchen, wie wir die
linear unabhéngigen Maschengleichungen finden kénnen.

Dazu brachen wir zwei Definitionen:

1. Ein vollstindiger Baum trifft in einem Graphen alle Knoten ohne eine einzige Masche zu
bilden. (Auch in einem wirklichen Baum héngen alle Teile irgendwie zusammen, aber es gibt
keine Maschen.)

2. Verbindungszweige sind alle Zweige des Graphen, die nicht zum vollstdndigen Baum gehoren.

Damit kénnen wir nun folgenden Satz formulieren:

Bei einem linear unabhéngigen Satz von Maschengleichungen enthélt jede Masche genau einen
Verbindungszweig.

Da die Festlegung des vollstdndigen Baumes willkiirlich ist, gibt es viele verschiedene Moglich-
keiten, zu einem Satz von linear unabhéngigen Maschengleichungen zu kommen. Betrachten wir

O kO
x

O[] [DN B
ool DY PP D
) ) 9 )

rot: vollstandiger Baum

Schwarz: linear unabhéngige Maschen

Abb. 2.14: Verschiedene Beispiele zum Aufstellen eines vollstdndigen Baumes

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie das allgemeinste denkbare Netz kennen und aus der Zahl
der Knoten die linear unabhéngigen Knotengleichungen und Maschengleichungen bestimmen kon-
nen. Sie sollten erkannt haben, dass man immer so viele Gleichungen findet wie es unbekannte
Zweigstrome gibt. Sie sollten wissen, was ein vollstdndiger Baum ist, was Verbindungszweige sind
und wie wir mit dem vollstandigen Baum immer alle linear unabhéngigen Maschengleichungen
finden kénnen.

2.7 Das Uberlagerungsverfahren

Wie schon erwithnt gehort das Uberlagerungsverfahren eigentlich in die , Trick-Kiste* der Elektro-
technik. Man erkennt aber bei der Diskussion des Uberlagerungsverfahrens auch ein paar wichtige
Grundprinzipien bei der Analyse von linearen Netzen.

Das Verfahren beruht darauf, in einem gegebenen Netz mit mehreren Quellen nacheinander
jede Quelle einzeln anzuschalten und alle anderen dabei abzuschalten. Fiir jeden dieser einzelnen
Félle ermitteln wir mit einem beliebigen Verfahren alle Spannungen und Strome. Zum Schluss
addieren wir in allen Zweigen die vorher ermittelten Zweigstrome und iiber allen Bauelementen
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die vorher ermittelten einzelnen Spannungsabfille. Diese Summen sind die Losung des urspriinglich
gegebenen Problems der Netzanalyse.

Wir erlautern das Verfahren wieder an unserem Standard-Beispiel:

Abb. 2.15: Standard Beispiel zur Erklarung des Uberlagerungsverfahrens

Wir schalten nun nur eine Quelle zurzeit ein:

Abb. 2.16: Aufteilung der Schaltung aus Abb. 2.15 in zwei Schaltungen mit jeweils einer Quelle

Die Summen der Einzelstrome sind dann die gesuchten Zweigstrome

I =ha+1IiB
Io =Ioa + Iz
Iy = Isq + Isp (2.92)

Wohlgemerkt: Wenn z. B. Uy zusammen mit R; die Ersatzschaltung unserer linearen Quelle
ist, dann streichen wir nicht die Quelle insgesamt aus der Schaltung heraus, sondern wir drehen
einfach an einem gedachten Knopf die Spannung Up; auf Null, und das bedeutet, dass wir die
idealen Spannungsquellen in der Schaltung durch einen Kurzschluss ersetzen. So sind wir sicher,
dass die Spannung Null Volt ist und erlauben gleichzeitig einen Strom in diesem Zweig, den eine
andere Quelle, die gerade an ist, erzeugen wiirde.

Damit lautet die einfache Regel:

‘Ersetze alle idealen Spannungsquellen bis auf eine einzige durch einen Kurzschluss.

Ubertragen wir den gleichen Gedanken auf Stromquellen: Drehen wir den Knopf fiir die Quell-
Stromstérke bei allen Stromquellen bis auf eine auf Null herunter. Der Innenleitwert der linearen
Stromquelle verbleibt in der Schaltung, aber die ideale Stromquelle wird durch eine Unterbrechung
ersetzt. So garantieren wir am einfachsten, dass der Quellstrom wirklich Null ist, erlauben aber
durchaus einen Spannungsabfall, der von einer anderen Quelle stammen konnte. Damit lautet hier
die einfache Regel:

Ersetze alle idealen Stromquellen bis auf eine einzige durch eine Unterbrechung.

Der sog. Uberlagerungssatz, den Hermann von Helmholtz als erster formuliert hat, lautet nun
in voller Allgemeinheit:
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Ik ges — Z Ik 7

Teillésungen 1

Ul ges — Z Ul ) (293)

Teillésungen 4

Der Satz gilt nur, wenn alle Bauelemente linear sind, d. h. verdopple ich den Strom durch
irgendeines der Bauelemente im Netz, so verdoppelt sich auch der Spannungsabfall iiber dem
Bauelement.

Wie schon bei dem Maschenstromverfahren besprochen, ist bei linearen Netzen jede Aufteilung
von Zweigstromen in Teilstrome erlaubt. Dort hatten wir die Maschenstrome eingefiihrt. Hier
wahlen wir als Teilstrom denjenigen Anteil des Stromes in einem Bauelement, der von genau einer
Quelle erzeugt wird. Wenn ich dann alle Quellen der Reihe nach einzeln anschalte, erhalte ich
natiirlich als Summe aller Teilstrome den gesuchten wirklichen Zweigstrom.

Kommen wir zuriick zu unserem Beispiel:

Wir konnen fiir jedes Teilnetz die Maschen- und Knotengleichungen aufstellen:

Netz A:

KA: L1+ 1oy — 134 =0 (2.94)
MI1A: —Up + Ril1a+ R3ls34 =0

M2A: Rolsp + R3l34 =0 (2.95)
Netz B:

KB: 1+ Ibgp—I3g =0 (2.96)
MI1B: RiIip+ R3lsp =0 (2.97)
M2B: — Uy + Rolop 4+ R3lsp =0 (2.98)

Wir koénnen dann beide Gleichungssysteme nach I 4, Io4, I34 und nach I1g, Ispg, Isg auflosen,
und durch Summenbildung die Zweigstrome ermitteln.

Das wére aber eigentlich ziemlich umsténdlich: Statt einmal 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten
miissten wir nun zweimal 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten 16sen. Wo ist also der Vorteil des
Uberlagerungsverfahrens? Wenn nur eine einzige Spannungsquelle eingeschaltet ist, ,sieht* diese
Quelle ein einfaches Widerstandsnetz.

Oft ist dieses Widerstandsnetz leicht durch einen Ersatzwiderstand austauschbar.

Fiir unseren Fall A ergibt sich:

RoR RiRy + RoR3 + R3R
U01—{R1+ 23}I1A_ 112 2113 3h

i - I 2.99
Ry + R Ry + R 14 (2.99)

Damit haben wir I; 4 sofort ermittelt. Wie kommen wir an die anderen Strome, z. B. I347 Wir
wenden einfach die Spannungsteilerregel folgendermafen an:

RoR3
Usa _ _Rot Ry Ra R _ R Rty (2.100)
Un R RoR3 Rl(RQ + R3) + RoR3 R1Rs + RoRs3 + R3Rq .
1+ 5——%"
Ry + R3

mit Usy = Rg - I34 folgt:
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Ry
I34 = U, 2.101
347 "N RIRy + RoRy + Rsly (2:101)
Und mit Usqa = —Ro - I24 folgt:
R3
Iy = -U 2.102
24 *"RiRy + RyR3 + R3R; (2.102)
Mit dem Netz B verfahren wir genau gleich und erhalten:
R+ R3
Irp = U 2.103
22 P2 RIRy + RoR3 + R3Ry (2.103)
Ry
Isp = U 2.104
38 T Y RIRy + RyR3 + R3Ry (2:104)
R3
Lin=—U 2.105
B “RiRy + RoR3 + R3R, (2:105)
Addieren wir schliefslich die Teillésungen, so erhalten wir:
Uo1(R2 + R3) — UpaR3
L=ha+6Lp= 2.106
LT AT B T R Ry + RyRs + RsRy (2.106)
—Uo1 R3 + Up2(R1 + R3)
I =D+ Ihp = 2.107
27 AT BT TR Ry + RoRs + RsRy (2:107)
UoiR2 + U2 R
Iy =Ig+ g = 01772 T 202701 (2.108)

Ri1R> + RoR3 + R3 Iy

Die Losung stimmt (gliicklicherweise) mit der Losung iiberein, die wir schon vorher mit den

anderen Verfahren gefunden hatten.

Sie sollten den Uberlagerungssatz von Helmholtz kennen.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie das Uberlagerungsverfahren kennen und anwenden kénnen.

2.8 Kleines Intermezzo

Nachdem wir uns nun so lange an unserem Standardbeispiel erfreut haben, wollen wir zum Schluss
einmal ein paar Werte fiir Uyy, Upe, R1, Re und Rj3 einsetzen. Wir gehen dabei davon aus, dass
wir zwei lineare Spannungsquellen mit den Innenwiderstdnden R; und Ry haben, und dass wir

damit moglichst viel Strom durch den Lastwiderstand R3 schicken wollen.

Abb. 2.17: Zwei Spannungsquellen sollen einen groffen Strom durch Rj3 erzeugen
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Nehmen wir einmal folgende Werte fiir die beiden Spannungsquellen an:
U1 = 300V Ry = 0,250
Uz = 270V Ry =0,1290

Nun schalten wir verschiedene Lastwiderstdnde Rj3 ein. Fangen wir mit R = 1{2 an. Nach den
Losungsgleichungen erhalten wir:

I = 1654
Ih=94A  Ry=1Q
Is = 2594 (2.109)

Nehmen wir spafleshalber einmal einen anderen Lastwiderstand, namlich R3 = 2,25¢. Wir
erhalten:

I = 1204
ILb=0A  Rs=2250
I3 = 1204 (2.110)

Das ist verbliiffend: Die Quelle 2 gibt gar keine Leistung mehr ab! Wire sie alleine eingeschaltet,
so wiirde sie durchaus einen Teilstrom liefern (vergl. Uberlagerungsverfahren, Abschn. 2.7), aber
der Teilstrom von Quelle 1 ist genau so grof und entgegengesetzt!

Gehen wir noch ein Stiick weiter und wéhlen R3 = 3Q2:

I =1114
I, =—-20A  R3=3Q
I3 =914 (2.111)

Nun hat sich die Stromrichtung sogar umgedreht! Wir haben hier den Fall, den wir im Kapitel
iiber die Leistung 1.7 schon angesprochen haben: die ,Quelle“ 2 nimmt bei dieser Beschaltung in
Wahrheit Leistung auf! Wenn es das Ziel war, mit beiden Quellen moglichst viel Strom durch die
Last Rs zu schicken, so ist das bei dieser Beschaltung ziemlich daneben gegangen.

@ | Aufgabe

,Gleichstrommaschine mit
Permanentmagnet”

»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN

2.9 Netzumwandlungen und die Stern-Dreiecks-Transformation

Wir nennen zwei Netze dual oder dquivalent beziiglich einer Auswahl von Klemmen, wenn sie an
diesen Klemmen vollstandig gleiches Verhalten zeigen. Wir haben diese Begriffe und ihre Bedeu-
tung schon bei der Umwandlung einer linearen Spannungsquelle in eine Stromquelle kennengelernt:
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Abb. 2.18: Lineare Spannungsquelle und duale lineare Stromquelle

Es handelt sich hier um ein sehr einfaches Netz und es werden nur 2 Klemmen ausgewahlt (weil
es nur 2 Klemmen gibt). Wir wollen nun ein Beispiel mit 3 Klemmen betrachten, das besonders
nitzlich ist: Die Stern-Dreiecks-Transformation.

Abb. 2.19: Stern-Dreiecks-Transformation

Die Frage ist: gibt es bei gegebenen Sternwiderstdnden R;, Ro und Rs drei passende Dreiecks-
widerstinde Rj2, Ro3 und Rsq, so dass die beiden Schaltungen dquivalent sind? (Dann kann man
natiirlich auch von einer gegebenen Dreiecksschaltung in einen dquivalenten Stern umwandeln.)

Die Antwort ist: Ja! Wie finden wir die passenden Widerstande?

Hierzu machen wir folgendes Gedankenexperiment: Wir ,messen* die Eingangswidersténde bei-
der Schaltungen von allen drei Seiten aus und lassen dabei jeweils die dritte Ecke offen. Alle
diese Eingangswidersténde miissen gleich sein. Wir kénnen so 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten
aufstellen und die gesuchten Widerstdnde Rjs, Rs3 und R3; bestimmen.

Wenn wir iiber die Klemmen 1 und 2 in die Sternschaltung hinein messen und dabei Klemme 3
offen lassen, sehen wir einen Eingangswiderstand R; + Ro. Wenn wir in die Dreiecksschaltung iiber
die Klemmen 1 und 2 hineinschauen, sehen wir eine Parallelschaltung aus Ri2 und (Ras + Rs1).
Da die beiden Eingangswiderstédnde gleich sein sollen, lautet die erste Gleichung zur Bestimmung
der Widerstande:

Ris(Ros + R
a)  Ry+ Ry =Rp|(Res+ Ry1) = Rfjgr ;323 - ;3)1 (2.112)

Analog finden wir die anderen Gleichungen

Ro3(R31 + R
b) Ry + R3 = RQgH(Rgl + ng) = R2233£L ;131 n 51)2

R31(R12 + Ras3)
R31 4+ Ri2 + Ra3

(2.113)

c) R3s + R1 = Rs31 H(R12 + Ro3) = (2.114)

Subtrahieren wir Gleichung (b) von Gleichung (a) und addieren Gleichung (c) erhalten wir
unmittelbar einen Ausdruck, der auf der linken Seite nur 2 R; enthélt. So erhalten wir folgende
Losungen:
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1

Ry — Ri2 - R31

' Ris + Ros + Ry Ra1
R, — Ra3 - Ry

>" Ris+ Ros + Ry 3

R31 - Ros

Ry = Ro3

7 Ris+ Ros + Ry

2 (2.115)

Losen wir die 3 Gleichungen a), b), ¢) nach den Dreieckswiderstinden Rjg, Ros und Rs; auf,
so erhalten wir:

1
B R - Ry
Ris=Ri+ Ro+ s R31
B Ry - Rj
Ro3 = Ro + R3 + i 3 Ri2
Rs R
R31 = Rs+ R + Ea— Ro3
Ry
2 (2.116)

Diese Losung, die wir durch ein Gedankenexperiment (zwei Klammern anschliefen und die
dritte offenlassen) erhalten haben, ist auch die allgemeine Losung des Problems, da wir nach dem
Uberlagerungssatz (Abschn. 2.7) bei jeder beliebigen Beschaltung die Losung in die Summe der
einzelnen Teilstrome vom oben beschriebenen Gedankenexperiment zerlegen kénnen.

Interessant ist noch folgender Spezialfall: Angenommen alle Widersténde in der Sternschaltung
sind gleich grofs:

Ry = Ry = R3 = Rgtern (2.117)

Dann finden wir mit den oben angegebenen Formeln sofort die passenden Dreieckswiderstéinde

R12 = R23 = R31 = RDreieck = 3]:iStern (2118>

Stern- und Dreiecksformig angeordnete Widerstiande werden uns beim Drehstrom wieder be-
gegnen. Sind alle drei Widerstédnde gleich grof, spricht man dort von einer symmetrischen Last.

Wir wollen zum Schluss noch an einem Beispiel zeigen, wie durch Anwendung der Stern-
Dreiecks-Transformation ein Netzwerk-Problem vereinfacht werden kann. Wir wéhlen das Bei-
spiel der belasteten Briicke aus Abschn. 1.3 (Abb. 1.15) und ergénzen den Innenwiderstand der
Spannungsquelle:

Ri 1y 1
L

R34 R12

+

Ug 13 Ros 12 oo |

O 3 2 0

- 23 -
Rs Ry

Abb. 2.20: Beispiel einer belasteten Briickenschaltung
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Bei der Benennung der Widerstinde haben wir zwischen den Knoten 1, 2 und 3 gleich die
Bezeichnungen gewéhlt, die auf ein Dreieck hindeuten. Dieses Dreieck wird nun in einen Stern
umgewandelt:

Abb. 2.21: Umwandlung von Abb. 2.20 mit der Stern-Dreiecks-Transformation

Nach der Umwandlung kénnen wir sofort /1 bestimmen:

(R3 + R5) - (R2 + Ry)

Rges = Ry + Ry + 2.119
“ " Ryt R3+ Ri+ Ry (2.119)
Uo
I = 2.120
! RGes ( )
Mithilfe der Stromteilerregel kénnen wir dann auch I, und I5 bestimmen:

ILi+1I;=1 (2121)

Iy R3 + Rs
—= 2.122
I Ry + Ry ( )

Die in Abb. 2.20 bezeichneten Strome, I12, Io3 und I3 sind bei dieser Methode am Ende nicht
bekannt. Wenn diese Strome unbedingt bestimmt werden sollen, so muss man eines der anderen
Verfahren verwenden. Manchmal ist aber nur der Eingangswiderstand einer Schaltung gefragt,
und den bekommen wir mit dieser Methode schnell und elegant.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie die Stern-Dreiecks-Transformation kennen und anwenden
konnen. Sie sollten eine Blick dafiir haben, wann Sie eine gegebene Aufgabe mit Hilfe der Stern-
Dreiecks-Transformation in eine leichtere Aufgabe umwandeln kénnen.

2.10 Ersatz-Zweipolquellen

Oft schaut man nur iiber zwei Klemmen in eine gegebene Schaltung hinein und will nur das
Verhalten der Schaltung beziiglich dieser zwei Klemmen genau analysieren. Es stellt sich heraus,
dass es bei linearen Netzen moglich ist, dies Verhalten auf ganz einfache Weise zu beschreiben,
namlich durch eine einfache Ersatz- Spannungsquelle oder eine einfache Ersatz-Stromquelle.
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Betrachten wir ein Beispiel:

* . e——o b

Abb. 2.22: Beispiel zur Umwandlung in eine Ersatz-Spannungsquelle

Wenn wir z. B. an den Klemmen (a) und (b) einen Schiebewiderstand anschliefsen und Strom und
Spannung messen, so werden wir eine lineare Kennlinie bekommen, da ja nur lineare Bauelemente
vorkommen. Wir kénnen den Schiebewiderstand sehr grofs machen und so eine ,Leerlaufspannung®
messen, und wir kénnen den Schiebewiderstand sehr klein machen und einen , Kurzschlussstrom®
bestimmen. Die Gerade dazwischen hat die Steigung R; (bzw. G;) was dem Innenwiderstand
der Schaltung entspricht. Diese Groken Leerlaufspannung, Kurzschlusstrom und Innenwiderstand
konnen auch unmittelbar aus der Schaltung berechnet werden.

Die Leerlaufspannung ist natiirlich im Beispiel der Spannungsabfall iiber R4 bei offenen Klem-
men (a) und (b). Er kann mit irgendeinem Verfahren der Netz-Analyse bestimmt werden.

Genauso kann der Kurzschlussstrom bestimmt werden. In unserem Beispiel kdnnte bei einem
Kurzschluss iiber (a) und (b) der Widerstand Ry wegfallen und der Kurzschlusstrom dann als
Zweigstrom durch R3 berechnet werden.

Wie bestimmen wir nun den Innenwiderstand der Schaltung? Hierzu bemiihen wir den Uberla-
gerungssatz und schalten einfach alle Quellen aus. Die Steigung der I-U-Kennlinie beziiglich der
Klemmen (a) und (b) muss dann immer noch die gleiche sein. Eine Spannungsquelle wird aus-
geschaltet, indem die Spannungsquelle durch einen Kurzschluss ersetzt wird und die Stromquelle
wird ausgeschaltet, indem sie durch einen Leerlauf ersetzt wird (s. Uberlagerungsverfahren). Da-
mit stimmt der Innenwiderstand der Schaltung aus Abb. 2.22 mit dem Innenwiderstand folgender
Schaltung iiberein.

Abb. 2.23: Schaltung zur Bestimmung des Innenwiderstands der Schaltung aus Abb. 2.22

In unserem Beispiel ergeben sich folgende Werte: Zur Bestimmung der Leerlaufspannung wan-
deln wir die Spannungsquelle in eine Stromquelle um:

4 4 g a

U At
01
=R, T Ri | [Re T'oz Ry
112

ob

Abb. 2.24: Umwandlung der Spannungsquelle aus Abb. 2.22 in eine Stromquelle

Dann gilt nach der Stromteilerregel fiir den Knoten K
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1
Iy L R3 + Ry
Iges I(]l + 102 i + i + 1
Ri Ry Rs3+ Ry
_ 1
R R
142(101+102) 1 13+ 4 1
— t+ =+ =
Ri Ry R3+ Ry
1
B R TR
U4 = (101 + 102) 1 1 4 Li = ULeerlauf (2123)

—+ 5 t+t5—-
Ry Ry Rs+ Ry
Der Innenleitwert von der Schaltung in Abb. 2.23 betrégt:

1 1 1

—_—_——t 2.124

R, Ry + R+ RiRy ( )
3 R+ Rs

Somit kénnen wir jede lineare Schaltung beziiglich zweier Klemmen in eine dquivalente Span-
nungsquelle oder Stromquelle umwandeln.

black box

R, lo, Yo —o

R

i Ersatz
—{— 1+—o
U +
0 Ersatzl () I0 Ersatz Gi Ersatz
O
Ersatz-Spannungsquelle Ersatz-Stromquelle
"Thevenin-Ersatzschaltung" "Norton-Ersatzschaltung"

Abb. 2.25: Umwandlung einer beliebigen linearen Schaltung beziiglich zweier Klemmen in eine Ersatz-
Spannungsquelle bzw. Ersatz-Stromquelle

In der englischsprachigen Literatur wird die Ersatz-Spannungsquelle auch ,,Thevenin equivalent
circuit“ und die Ersatz-Stromquelle auch ,Norton equivalent circuit” genannt.
Das Kochrezept lautet:

e Bestimme die Leerlaufspannung oder den Kurzschlussstrom mit konventioneller Schaltungs-
analyse.

e Bestimme den Innenwiderstand oder den Innenleitwert. Ersetze dabei alle Spannungsquellen
durch Kurzschliisse und alle Stromquellen durch Leerlauf.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie die hier aufgefiihrten Ersatz-Zweipolquellen kennen und diese
ineinander iiberfithren kénnen kénnen. Sie sollten eine Blick dafiir haben, wann es geschickt sein
kann, die gegebene Quelle zu transformieren.







3 Der Operationsverstarker in
Gleichstromnetzen

3.1 Eingangs- und Ausgangsgrolien

Schlagen wir das Datenblatt eines Operationsverstarkers auf, so finden wir z. B. folgende Darstel-
lung:

Offset || 1 8| NC \Y

N-Eingang- 5 . v+ P-Eingang +\

] i % Ausgang
P-Eingang | [ 3 6 || Ausgang

i | N-Eingang 7

V |4 5 | | Offset \

Abb. 3.1: Darstellung eines Operationsverstéirkers und Schaltungssymbol

P-Eingang = nichtinvertierender Eingang
N-Eingang = invertierender Eingang
V+ = positive Spannungsversorgung
V- = negative Spannungsversorgung
Offset = Eingang zum Nullpunktsabgleich
NC = Not connected

Zur Erklarung der Gréfen bauen wir den Operationsverstérker in eine kleine Schaltung ein:

N

ol >

o 7V )
o @ QO

O O

Abb. 3.2: Einfache Schaltung mit einem Operationsverstérker

Die Anschliisse V- und V+ dienen offenbar dazu, den Operationsverstéirker mit einer Gleich-
spannung zu versorgen. Wir sehen, dass wir immer zwei Spannungsquellen brauchen: eine mit
einer positiven und eine mit einer negativen Spannung beziiglich einer gemeinsamen Masse. Nur
um eine Gréfsenordnung zu nennen: die Versorgungsspannungen konnten z. B. = 15 V betragen.

Die Ausgangsspannung U, wird immer bzgl. der gemeinsamen Masse der Spannungsversorgun-
gen gemessen. Schlieklich gibt es zwei Eingéinge. Der nichtinvertierende Eingang hat die Spannung
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U, beziiglich der gemeinsamen Masse und der invertierende die Spannung U,,. Damit betragt der
Spannungsabfall iiber den Eingéngen U, — U, = Uy. Diese Spannung wird aus naheliegenden
Griinden auch Differenzspannung genannt. Um die Offsetspannungen wollen wir uns hier nicht
kiimmern.
Eine typische Kennlinie eines Operationsverstéirkers sieht nun so aus:
U

aA

12V +

} } » Uy
-100uV 100pV

2V T+

Abb. 3.3: Kennlinie eines Operationsverstirkers

Wir erkennen um den Nullpunkt herum einen linearen Bereich. Hier folgt die Ausgangsspannung
U, der Differenzspannung Uy. Die , Differenzverstirkung liegt in der Gréfenordnung 10° und ist
damit ,ziemlich grofs“.

a A a .
Differenzverstarkung = A = Ya besser U (open loop gain)
Uqg AUy

Die Werte von U, bzw. U,, gehen beim idealen Operationsverstarker nicht in die Kennlinie ein.
Ob U, = +50uV und U, = —50uV oder ob z. B. U, = 1V + 50uV und U, = 1V — 50uV
ist, ist fiir das Ausgangssignal vollig egal. (Ein realer Operationsverstirker hat leider eine kleine
Gleichtaktverstarkung, auferdem sollten U, und U,, innerhalb der Betriebsspannung V- und V-
bleiben.)

Die Kennlinie zeigt schliefslich aufserhalb von —100uV < Uy < 1004V einen Séttigungsbereich.
Hier kann die Ausgangsspannung nicht mehr folgen und bleibt bei ihrem maximalen Wert héngen.

Das Innere eines Operationsverstérkers ist etwas kompliziert und nicht Gegenstand dieser Vorle-
sung. Aber man kann ein vereinfachtes Ersatzschaltbild aufstellen, welches das Verhalten ungefahr
richtig wiedergibt:

Abb. 3.4: Ersatzschaltbild des idealen Operationsverstirkers

Ein idealer Operationsverstérker hat im Bereich um Uy = 0 eine exakt durch Null gehende linea-
re Kennlinie und eine sehr grofse Differenzverstdrkung. Man spricht erst dann von einem idealen
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Operationsverstarker, wenn auch der Eingangswiderstand Ry sehr groft und der Ausgangswider-
stand R, sehr klein ist. Die Bezeichnungen ,sehr groff“ und ,sehr klein“ sind natiirlich ungenau:
grofs bzw. klein gegeniiber was? Hier mochte ich den Leser etwas vertrosten auf andere Vorlesun-
gen (oder den Tietze/Schenk, Halbleiterschaltungstechnik) die hier genauer sind. Wir begniigen
uns damit, zu sagen, dass der Eingangsstrom in den Operationsverstérker einfach vernachléssigbar
klein ist, und dass die Ausgangsspannung iiber einen weiten Bereich konstant bleibt, ganz egal wie
viel Strom wir aus dem Operationsverstirker herausholen (der maximale mogliche Ausgangsstrom
Iymaz ist im Datenblatt angegeben.)

3.2 Eine ,,naive” Nutzung als Differenzverstarker

Denken wir einmal an eine Anwendung, bei der wir eine Waage mit Dehnungsmessstreifen (DMS)
bauen wollen, also mit kleinen dehnungsabhéngigen Widerstinden, die wir auf einen Stahltrager
aufkleben, der sich bei Belastung verbiegt (Abschnitt 1.4). Die kleinen Widerstandsdnderungen
lassen sich am besten mit einer Wheatstoneschen Briicke nachweisen:

Abb. 3.5: Wheatstonesche Briicke mit Dehnungsmessstreifen

Eine sog. ,Vollbriicke* liegt vor, wenn wir jeweils zwei DMS auf eine Stelle kleben, die gedehnt

A
wird (z. B. auf die Oberseite eines Stahltrégers, —1—;), und die zwei anderen DMS auf eine Stelle
AR

kleben, die gestaucht wird (z. B. auf die Unterseite, —7)
Wenn gilt:
R=Ro(1+k-¢), (3.1)
mit: €= H = Dehnung

k = k-Faktor (fiir Metalle typisch 2)

dann kann man leicht zeigen (interessante Aufgabe der Netzanalyse!), dass Folgendes gilt:

Ui=k-¢-Ug . (3.2)

So ist die Differenzspannung U, proportional zur Dehnung ¢ und damit auch proportional
zur Masse auf der Waage. Setzen wir einmal Zahlwerte ein: Fiir den Vollausschlag der Waage
konzipieren wir eine Dehnung € von 5 - 1074, Als Betriebsspannung der Waage nehmen wir 1 V.
Dann ist die maximale Differenzspannung

Uj=k-e-Ug=2-5-10"*-1V = 1mV .
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Diese Differenzspannung wollen wir verstdrken. Wir nehmen einen Operationsverstéarker mit
einer Differenzverstirkung von A = 10* und erhalten eine Ausgangsspannung von

Uy,=A-U;=10*-1mV =10V . (3.3)

Sind die beiden oberen Widersténde nicht exakt gleich den beiden unteren, so liegt die Briicken-
Diagonalspannung nicht symmetrisch um Null. Aber das stort nicht, da der Operationsverstéarker
ja nur die Differenzspannung verstérkt.

Das hort sich alles eigentlich ganz gut an, und doch ergeben sich schnell Probleme: Die Ent-
wicklerin, die den biegsamen Stahltriiger baut, mochte plotzlich lieber eine Dehnung von 11073
bei Vollausschlag haben. Der Einkdufer findet einen Operationsverstéirker mit einer Differenzver-
stirkung A = 107, der viel billiger ist. Und der Mensch, der den A /D-Konverter fiir den digitalen
Ausgang baut, mochte, dass die Ausgangsspannung des Verstérkers zwischen £1V liegt. Nichts
passt mehr richtig zusammen.

Zum Gliick gibt es intelligentere Methoden, mit einem Operationsverstarker zu arbeiten.

3.3 Die Gegenkopplung

Betrachten wir einmal folgende Schaltung:

" IIU:- R, ‘Ua

Abb. 3.6: Operationsverstirker in Gegenkopplung

o2

Der Ausgang ist {iber den Widerstand Ry auf den invertierenden Eingang zuriickgekoppelt
(,,Gegenkopplung"). Welche Beziehung kénnen wir zwischen der Ausgangsspannung und der Ein-
gangsspannung aufstellen?

Wir kénnten uns der Losung mit ein paar mathematischen Gleichungen néhern. Hier wird aber
ein anderer Weg gewéhlt. Wir probieren einfach ein paar geratene ,Lésungen aus und ndhern uns
so der richtigen Losung. Dabei fangen wir mit dem Fall an, dass die Eingangsspannung U, positiv
ist

Ue>0. (3.4)

Nun durchlaufen wir eine Masche vom Eingang {iber Ry, iiber Ry, iiber Ry, zuriick zum Eingang,
und raten den Potentialverlauf:
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Us>0
1. Tipp

X

Abb. 3.7: Erster (leider falscher) Versuch zur Analyse der Gegenkopplung

Kann dieser 1. Tipp angehen? Da U, auf Masse liegt, also Null ist, ist U, —U,, < 0. Da U, = AUy
ist, miisste dann auch U, < 0 sein. In Abb. 3.7 ist Ua aber grofer Null. Dies ist ein Widerspruch.

Dieser Tipp ist also leider falsch. Solange U, > 0 muss U, < 0 sein.
Versuchen wir also diesen 2. Tipp:

Us>0
2. Tipp

C
©
%

Abb. 3.8: Zweiter (leider ebenfalls falscher) Versuch zur Analyse der Gegenkopplung

Nun stimmen schon mal die Vorzeichen. Aber leider ist U, nicht 100.000 mal gréfser als U, — U,

wie es bei einer Differenzverstiarkung von 105 hétte sein miissen.
Versuchen wir also diesen 3. Tipp:

»

Ug>0
3. Tipp

Abb. 3.9: Dritter und richtiger Versuch zur Analyse der Gegenkopplung

Up, liegt hier ein ganz kleines bisschen iiber der Nulllinie, gerade so, dass (U, —U,) - A = U, ist.

Das ist so wenig, dass man es in der Zeichnung kaum sehen kann, d. h. U,, ist fast Null.
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Wie konnte es passieren, dass bei den vielen Versuchen U, unter die Nulllinie gerutscht ist? Der
Spannungsabfall iber der Last Ry, ist ja ,umgekippt“? Das geht deshalb, weil der Operationsver-
starker in diesem Zustand (U, > 0) einen Strom ,zieht®, d. h. es flieft ein Strom in den Ausgang
des Operationsverstérkers hinein! Aber das ist natiirlich leicht moglich: Der Operationsverstéarker
hat ja auch eine negative Spannungsversorgung!

Bei einer negativen Eingangsspannung U, < 0 kehrt sich das ganze Bild einfach um. Ich denke,
wir brauchen nicht lange herum zu probieren, sondern kénnen gleich die Losung présentieren:

U
A Us<0

3. Tipp

|
|
|
|
|
|
L
|
|

- e e e el - = == ——

Abb. 3.10: Spannungsverhéltnisse bei der Gegenkopplung mit negativer Eingangsspannung

Nun liegt U, ein ganz klein wenig unterhalb der Nulllinie — so wenig, dass man es kaum sehen
kann. Aber wenn U, = 0 ist, so ist nun natiirlich U, — U, > 0, und damit muss auch U, > 0 sein,
wie in Abb. 3.10 dargestellt.

Auflerdem ist U, wieder ca. 100.000 mal grofer als U,,. Nun fliefst Strom aus dem Ausgang des
Operationsverstarkers heraus.

Die wichtigste FErkenntnis ist:

Die Gegenkopplung sorgt dafiir, dass die Differenzspannung am Eingang des Operationsverstarkers
Uy auf einen extrem kleinen Wert heruntergezogen wird!

Stellen wir fiir die linke Masche in Abb. 3.6 einmal die Maschengleichung auf:

U+ R —Uz;=0. (3.5)

Fiir die rechte Masche gilt:

U+ Ryl + Uy =0 . (3.6)

Wir haben hierbei verwendet, dass durch R; und durch Ry der gleiche Strom, ndmlich I, fliefst.
Das ist richtig, da der ideale Operationsverstérker ja am Eingang keinen Strom aufnimmt (s.o.).

Nun ist in diesen beiden Gleichungen Uy ca. 100.000 mal kleiner als die beiden anderen Summan-
den. Wir machen also einen verschwindend kleinen Fehler, wenn wir U, gegeniiber den anderen
Spannungen vernachlassigen:

U+ Ri1I1 =0 = U. = Ri1; . (37)
YRNL+Us=0 =  U,—=—Ryl . (3.8)



3.3. DIE GEGENKOPPLUNG 69

Daraus folgt nun sofort das Spannungsverhéltnis:

Us Ry

=-=. 3.9
0" R (3.9)

Wir beobachten folgende wichtige Aussagen:

e Der Operationsverstirker in Gegenkopplung ist ein invertierender Verstarker. (Ausgangs-
spannung ist proportional zur Eingangsspannung mit umgedrehtem Vorzeichen).

e Die Differenzverstiarkung A kommt in der Formel fiir U, /U, gar nicht mehr vor. (Wir haben
nur verwendet, dass A sehr grofs ist).

e Die Verstarkung der Schaltung U, /U, ergibt sich nur aus der dufseren Beschaltung des
Operationsverstéarkers, ndmlich aus Ry /R;.

Wem der mathematische Weg zu der Losung lieber ist, der folge dieser Rechnung;:

Im Falle dominanter Gegenkopplung gilt:

U=A-(Up—-U,) . (3.10)
Da hier U, = 0 folgt

Uy=—A-U, . (3.11)

Nun betrachten wir den Knoten vor dem invertierenden Eingang und stellen so, wie wir es im
Knotenpunktpotentialverfahren gelernt haben, die Knotengleichung auf (wir nehmen an, dass fast
kein Strom in den Operationsverstarker fliefst):

0. (3.12)

U, U,
Vet a Uty
=0. 3.13
Ry + Ry ( )
Wir addieren die beiden Briiche
U.,R U,R
URy + ~2N 4 URy + —22
A % S— (3.14)
RiRyN

Der Ausdruck ist nur Null, wenn der Zahler Null ist:

_ Ry Ry
U. - Ry = Ua(A +R1+A>. (3.15)

(3.16)

Ue _ Ri 1+l(RN+R1)
U, Ry A Ry .
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U. Ry 1 (Ry + Ri)\

—_— =14+ ——— . 3.17

U Ry ( +A Ry (3.17)

Wenn nun A >> Bv + Hy so gilt:
1

U, Ry
—_— = 3.18
U, R (3.18)

Solange also eine starke Gegenkopplung vorhanden ist (Ry nicht zu grof), kommt man auf das
zuletzt phanomenologisch erkldrte Spannungsverhiltnis.

3.4 Die goldenen Regeln fiir den Operationsverstarker

Aus der Analyse der Gegenkopplung kénnen wir allgemeine Regeln ableiten, mit deren Hilfe wir
alle Schaltungen mit Operationsverstéirkern in der analogen Schaltungstechnik analysieren kénnen:

1. Tue einfach so, als ob Uy = 0.

2. Tue einfach so, als ob die Eingangsstrome in den Operationsverstéirker verschwinden.

3. Wende unter Beachtung von 1. und 2. die Maschen- und Knotengleichungen wie gehabt an.

Nachdem ich einen schrecklichen Fehler immer wieder bei Anfingern beobachtet habe, ergénze
ich die goldenen Regeln noch um dieses

1. Gebot fiir Operationsverstirker:
Du sollst niemals eine Masche durch den Operationsverstarker legen.

erlaubt erlaubt

~D4

strengstens verboten

strengstens verboten

Abb. 3.11: Erlaubte und verbotene Maschen am Operationsverstiarker

Da nur die Differenzspannung Uy fiir den Ausgang Bedeutung hat, nicht aber das Potential
am invertierenden bzw. nichtinvertierenden Eingang, ist der Spannungsabfall zwischen Eingang
und Ausgang zunéchst nicht bekannt! Daher ist eine Masche wie in Abb. 3.11 unten strengstens
verboten.
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3.5 Der invertierende Addierer
Eine einfache Erweiterung des invertierenden Verstéirkers aus Abschnitt 3.3 sieht so aus:

RN

—_

Ry
1
Ro
| S

D N —
| (O ’

o | -

Abb. 3.12: Invertierender Addierer

o]

Stellen wir die Knotengleichung fiir den Knoten vor dem invertierenden Eingang KN auf:

U1—Un+U2—Un+U3—Un+Ua—Un
Rl R2 R3 RN

~0. (3.19)

Wieder haben wir verwendet, dass kein Strom in den Operationsverstarker hineinfliefft. Nun
benutzen wir, dass Uy ~ 0 ist. Das bedeutet hier, da U, auf Masse liegt, dass U,, ~ 0 ist.

U, U, Us U,
O U U Us _

=0. 3.20
Ry Rs Rs Ry ( )

Nach U, aufgeltst ergibt sich

—Uy,=—U1+—Us+ —VUs . (3.21)

R
Das ist die mit den Faktoren ?N gewichtete Summe der Spannungen Uj, Us und Us mit
umgedrehtem Vorzeichen. Sind die Widerstinde R1, Ro und Rj3 gleich grof, erhalten wir die mit
R
dem Faktor — verstiirkte Summe der Spannungen Uj, Uz und Us. Sind schlieklich alle vier

Widersténde gléich grofs, erhalten wir

U, = —(U1 + Us + U3) , (3.22)

also einen invertierenden Addierer. Mit diesem Beispiel (und einigen anderen noch folgenden)
wird deutlich, woher der Operationsverstiarker seinen Namen hat: Es konnen analoge Rechen-
operationen damit ausgefithrt werden. Auch wenn Rechenoperationen heute fast nur noch hinter
dem A /D-Konverter digital durchgefiihrt werden, so hat der Operationsverstiarker wegen anderer
Vorziige trotzdem eine {iberragende Bedeutung in der analogen Schaltungstechnik.
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3.6 Stromgesteuerte invertierende Spannungsquelle

Hier verbinden wir den Operationsverstérker in Gegenkopplung mit einer Stromquelle:

Abb. 3.13: Stromgesteuerte invertierende Spannungsquelle

Betrachten wir eine Masche, die vom Eingang des Operationsverstérkers iiber Ry und iiber U,
zuriickfiihrt:

Ui+ LRy +U, =0 (3.23)

Wieder vernachldssigen wir Uy in der Summe:

Us=—Rn-1 . (3.24)

Ist Ry grok gegeniiber Ry + Ry, so gilt I1 =~ I;. Damit {ibersetzt die Schaltung den Strom I in
eine proportionale Spannung U, mit umgedrehtem Vorzeichen.

Auf diese Art kann man gut einen Verstérker fiir eine Photodiode realisieren:

RN
—
eed

b———o
~a
- t lua

]

Abb. 3.14: Verstarker fiir eine Photodiode

Die folgende Kennlinie zeigt, dass die Photodiode einen Photostrom liefert, der proportional
zur Belichtung ist, vorausgesetzt die Spannung iiber der Photodiode wird nicht merklich positiv.
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A
-8 -6 4 -2 1 U
] ] ] 1 1 > AK
T T T T T v
E =200 Ix
E =400 Ix
4 | -50
E =600 Ix
E =800 Ix
4 -100

Abb. 3.15: Kennlinienfeld einer Photodiode (Ix = Lux)

Genau das erreichen wir aber mit der Schaltung in Abb. 3.14. Da der Operationsverstéarker in
Gegenkopplung betrieben wird, und U, auf Masse liegt, ist der Spannungsabfall iiber der Pho-
todiode vernachléssigbar klein. So wird der Photostrom in eine proportionale Ausgangsspannung
iibersetzt. Mit einem Ry von 1k ergibt sich bei ca. 500 Ix Belichtung ein Photostrom von —50uA
und eine Ausgangsspannung von

U, = —Ry - Ipp, = 50mV . (3.25)

3.7 Spannungsfolger

Dies ist nun die erste Schaltung in diesem Skript, bei dem der nichtinvertierende Eingang nicht
auf Masse liegt:

ud¢

O

Abb. 3.16: Spannungsfolger

Stellen wir die Maschengleichung auf, ergibt sich:

U+ Ug+ U, =0. (3.26)

Hieraus folgt, wenn Uy wie iiblich vernachléassigt wird,

U, =U, . (3.27)
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Man fragt sich: wozu soll das gut sein? Die Ausgangsspannung folgt unmittelbar der Eingangs-
spannung! Betrachten wir einmal folgende alte bekannte Schaltung:

R

[—
L — ~

Uelc) U l R,

Abb. 3.17: lineare Spannungsquelle und Lastwiderstand

Hier héngt die Ausgangsspannung U, stark von der Wahl des Lastwiderstands Ry ab, insbe-
sondere wenn Ry, in die gleiche Grofenordnung wie R; kommt. Das mochte man manchmal nicht
haben. Man wiinscht sich oft eine Spannung U,, die ganz unabhéngig vom Lastwiderstand ist
(ndmlich eine ideale Spannungsquelle).

Bauen wir nun einfach den Spannungsfolger dazwischen:

R.

II_I +

o = ] s

Abb. 3.18: Quelle und Lastwiderstand mit dazwischen eingebautem Spannungsfolger

Nun liegt folgende Maschengleichung vor:

U+ R +Ug+U, =0. (3.28)

Da 1 ~ 0 und Uy = 0 folgt:

Uy = U, . (3.29)

und das ganz unabhéngig von Rp!

Natiirlich geht das nicht beliebig weit: machen wir R; immer kleiner, erreichen wir irgend-
wann den maximalen Ausgangsstrom des Operationsverstiarkers Iy mqz, und dann geht auch diese
Spannung U, ,in die Knie“.

Man nennt den Spannungsfolger auch Impedanzwandler, wobei hier ,Jmpedanz“ fiir den Eingangs-
und Ausgangswiderstand steht. Hat die Spannungsquelle ohne den Spannungsfolger noch den
Innenwiderstand R;, so hat die Spannungsquelle mit Spannungsfolger plétzlich einen Innenwi-
derstand nahe Null. Das kann auch sehr wichtig sein, wenn wir an die Leistungsanpassung aus
Abschn. 1.8 denken.
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3.8 Nichtinvertierender Spannungsverstarker

Die néchste Weiterentwicklung des Themas sieht so aus:

Abb. 3.19: Nichtinvertierender Spannungsverstarker

Wir stellen zwei Maschengleichungen auf:

M1: —Ue+Ug+ Rolo =0 = Us = Rols . (3.30)
M2: U, — (RQ + Rl)IQ =0 = U, = (Rl + RQ)IQ . (3.31)

Hierbei haben wir wieder verwendet, dass U = 0. Und da wieder kein Strom in den Operati-
onsverstarker hineinflieftt, muss der Strom durch R; und durch Ry gleich grofs sein.
Damit folgt aus M1 und M2

U, Ri+Ro
0. R (3.32)
Die alte Spannungsteilerregel hatte uns gleich zu dem Ergebnis fithren kénnen: U, ,sieht* nur
Ry, wahrend U, die Reihenschaltung aus R; und Rs ,sieht®.
Es handelt sich also um einen Spannungsverstérker, dessen Ausgangssignal nicht invertiert ist,
und dessen Spannungsverstarkung sich aus dem Verhéltnis (R; + Rg)/Rs ergibt.
Setzen wir einmal spafseshalber R; auf Null. Was passiert? Gl. 3.32 verrat uns: U, = U,. Aus
dem nichtinvertierenden Spannungsverstirker ist ein Spannungsfolger geworden, wie in Abschn.
3.7 beschrieben.



76 3. Der Operationsverstiarker in Gleichstromnetzen

3.9 Differenzverstarker

Ein besonders wichtiges Schaltungsbeispiel mit einem Operationsverstarker ist das folgende:

Abb. 3.20: Differenzverstarker

Hier brauchen wir notgedrungen etwas langer, um zu verstehen, was passiert. Wir stellen zu
den drei dargestellten Maschen die Maschengleichungen auf:

M1: — U+ R +Rsl1 +U,=0. (333)
M2: — Ui + RiI1 + R4l =0 (3.34)
M3:  — U+ Roly + Rals =0 . (3.35)

Gesucht sind die drei Unbekannten I7, Is und U,.
Aus M3 folgt:

UeZ

h=———"—. 3.36
> 7 (Ry + Ry) (3:36)

Das konnen wir einsetzen in M2:

UeQ
U +R1+Ry——+—=0. 3.37
1+ Rl + 4(R2+R4) (3.37)
Aufgelost nach I ergibt sich:

I = Ua Ry Ue (3.38)

R Ry (Re+Ry)
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Eingesetzt in M1 erhalten wir:

Ueg R3 R3R4 U62
—Ue U — Ry————+ —Ug — U,=0.
1+ e 4(R2+R4)+R1 ! Ry (R2+R4)+
B R3 Ri1R4s+ R3R4
Ua—_Rerl+ Rl(R2+R4) Ue2
_ By BBt Ry)
Ri ™%  Ri(Ro+Ry ©
Ry R3 Ry(R1 + R3)
- R, Uer + R3 Rl(RQ + R4) Ueo
R R3 (R4R R4R
__fsy, 3 (R4 + Ry 3)U62- (3.39)

Ry Ry (R3Ra + R3Ry)

Irgendwie steht schon die Differenz der Spannungen U, und U,y da, wie es die Uberschrift des
Kapitels erwarten lasst, aber der Faktor

R4R1 + R4R3
i 3.40
RsRs + R3Ry ( )
stort noch etwas.
Wenn es nun aber gelingt, die Widerstédnde so zu wahlen, dass folgendes gilt:
Ry Ry
R4R; = R3R bzw. — == 3.41
4111 3412 ZW Rs Ry’ ( )
dann wird der oben genannte Faktor 1. Und dann gilt fiir den Differenzverstarker
R
Us = =2 (Ueg — Usat) , (3.42)
Ry

Die Schaltung aus Abb. 3.20 ist also ein Differenzverstérker, wenn die oben genannte Bedingung
fiir die Widerstdnde eingehalten wird.

Differenzverstérker haben in der analogen Schaltungstechnik eine grofse Bedeutung (u. a. in der
Medizintechnik beim EKG-Verstérker). Auch die Wheatstonesche Briicke aus Abb. 3.5 wiirde man
mit solch einem Differenzverstarker auslesen.

Manchmal sieht die Differenzverstérker-Schaltung etwas anders aus, aber bei genauem Hinsehen
erkennt man, dass die gleiche Schaltung wie in Abb. 3.20 vorliegt.

Ry Rs

-_ O | —] 1 Vo)
+
Ro Ry

+ o—[—}+— —— P

Abb. 3.21: Anderer Dialekt vom Differenzverstiarker aus Abb. 3.20

Hier wurde gleich ein Trim-Widerstand vorgesehen, um die oben genannte Bedingung exakt
einhalten zu kénnen, auch wenn die verwendeten Widerstédnde eine grofe Toleranz aufweisen.
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3.10 Spannungsgesteuerte Stromquelle

Aus dem Zoo mit den vielen lustigen Operationsverstarkerschaltungen wollen wir nur noch eine

auswahlen:

R4

KA Iy

[

Abb. 3.22: Spannungsgesteuerte Stromquelle

Betrachten wir die in Abb. 3.22 bezeichneten Knoten KP, KN und KA, so gelten folgende

Knotengleichungen

U1—Up+U2—Up_

KP: =0.
Ri + Ry R3
u,-U, U,
KN: ——=0.
Ry R3
U,—-Uy U,—U;
KA: L — I =
Ry R3 ?

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Da U, ~ U, kénnen wir beide Grofien im Folgenden einfach U nennen. Es folgt eine etwas

langere Rechnung, die ohne viele Kommentare hier wiedergegeben wird:

Ry Ry Rs Rs
R
KN: = U, =U+ 22U =
R3
in KA eingesetzt = I = v + e v U _ Uy

R’ T RRs. R Rs Rs

1 Ry 1\ Uy U
:U<—|— 2+ )—2—2.

R, RiR3  Rs

R3(U1 — U) + (Rl + Rz)(Uz — U)
(Rl + RQ)R;;

= R3Uy — R3U + (Ry + R2)Us — (R + R2)U =0
= U(R1+R2+R3) =R3U1+(R1+R2)U2

_ R3Up + (R1 + Ro)Us
Ri+Ry+Rs

KP: = =0

= U

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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Dieses Ergebnis konnen wir in Gleichung 3.48 einsetzen.

I <R3U1+(R1+R2)U2> (1+ Ry +1> U U
2 Ri + Ry + R3 Ry RiR3 R3

_ <R3U1+(R1+R2)U2> <R3+R2+R1> Uy U,

R1+ Ry + R3 RiR3 R3 Ry
_ R3U; n (R + R2)Us B @ B @
R1R3 R1R3 RS Rl
U1 R1+R2—R1_R3
=—+U
R 2 R Rs
Ui Ry — Ry
=—+Us——. 3.50
R " RiR; (3:50)
Wenn wir nun bei der Wahl von den Widerstanden folgende Bedingung einhalten
Ro=R3 . (3.51)
dann ergibt sich folgender Ausgangsstrom
Ur
Ih=—. 3.52
2= R, (3.52)

So viel Arbeit fiir ein so einfaches Ergebnis ... Aber das Ergebnis war es wert: I5 ist ndmlich ganz
unabhéngig von der Ausgangsspannung Us! Das bedeutet, wir haben eine (fast) ideale Stromquelle
realisiert. (Das gilt wieder einmal, bis wir den maximalen Ausgangsstrom des Operationsverstér-
kers erreicht haben.)

Und wir kénnen diese Stromquelle durch die Eingangsspannung steuern. Auch fiir dieses Objekt
gibt es vielfiltige Anwendungen in der analogen Schaltungstechnik.

Am Ende dieses Kapitels {iber den Operationsverstéirker sollten Sie:

e die wichtigen Grofen und Eigenschaften des Operationsverstirkers kennen (Differenzspan-
nung, Differenzverstiarkung etc.)

e die Gegenkopplung verstanden haben,

e den invertierenden Verstérker, den Spannungsfolger und den nichtinvertierenden Spannungs-
verstirker mit seinen Eigenschaften beherrschen,

e den invertierenden Addierer, den Differenzverstiarker und die spannungsgesteuerte Strom-
quelle kennengelernt haben.

@ | Aufgabe @ | Aufgabe
,Strom- und Spannungs- wElektrokardiogramm-(EKG)-
verstarker Verstérker*
sILIAS: Onlineaufgaben zu LEN »ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN
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Schaltung

,Differenzverstiarker in LTSPICE®

Mit Hilfe des Programms LTSPICE lassen sich Schaltungen numerisch simulie-
ren. Wir haben einen Differenzverstirker nach Abb. 3.20 gebaut mit Verstér-
kung von R3/R; = 3. Re und R4 wurden so angepasst, dass R4Ry; = R3Ro.
Das Operationsverstiarker-Bauteil wird mit +5V versorgt:

+ .0p

Bei einer Differenz der Eingangsspannungen von 0.9V ergibt sich wie
erwartet eine Ausgangsspannung von 2.7 V. Man kann auch erkennen, dass
tatsachlich kein Strom in den Operationsverstérker hineinfliefst:

i - - - Operating Point - - -
V(ub+): 5 voltage
V(ub-): -5 voltage
V(ua): 2.69999 voltage
V(n001): 2.325 voltage
V(n003): 2.325 voltage
V(n002): 2.2 voltage
V(n004): 3.1 voltage
I(R4): -0.003875 device current
I(R1): -0.00124997 device current
I(R2): 0.003875 device current
I(R3): -0.00124997 device current
I(V4):  -0.003875 device current
I(V3):  0.00124997 device current
I(V2):  -0.000128411 device current
I(V1):  -0.00137834 device_ current
Ix(ul:1): 4.65e-009 subckt current
Ix(ul:2): 4.64999¢-009 subckt current
Ix(ul:3): 0.00137834 subckt current
Ix(ul:4): -0.000128411 subckt current

| Ix(ul:5): -0.00124997 subckt current




4 Komplexe Wechselstromlehre

4.1 Wechselspannung und Wechselstrom /Begriffe und
Definitionen

Wir wollen nun vom Gleichstrom zum Wechselstrom umschalten (AC/DC ... ). Gliicklicherweise
konnen wir alles, was wir in den letzten Kapiteln gelernt haben, ganz leicht auf Wechselstrom
iibertragen, wir miissen nur einmal den Sprung zu den komplexen Zahlen wagen.

Aber zuerst soll noch ,konventionell“ gearbeitet werden, damit man hinterher um so mehr genie-
fen kann, wie schon alles mit den komplexen Zahlen geht. In diesem Abschnitt sollen die wichtigen
Begriffe beim Umgang mit Wechselspannung definiert werden. Die zeitlich verédnderlichen Signale
kann man nach folgendem Schema einteilen.

zeitunabhangig

u A zeitabhangig
ot nicht periodisch eI’IOdISCh
u \
t nicht /
sinusférmig sinusférmig
MischgréBen reine

u/'/m u WechselgréBe

Wir betrachten in dieser Vorlesung nur die sinusférmigen reinen Wechselgréfen. Das bedeutet,
dass sich alle Stréme und Spannungen durch folgende Gleichungen beschreiben lassen:

Abb. 4.1: Einteilung der zeitabhéngigen Signale

u(t) = U - sin(wt + ) , (4.1)
i(t) =1 sin(wt + ) , (4.2)
mit:  wu(t),i(t) = zeitabhingige Spannung bzw. Strom,
U, i = Amplitude von Spannung bzw. Strom,
w = Kreisfrequenz,
Ous Oi = Phase von Spannung bzw. Strom zum Zeitpunkt t = 0.

Diese Grofsen konnen in Abb. 4.2 dargestellt werden.
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Abb. 4.2: Darstellung einer Wechselspannung

Die Spannungsamplitude U und die Phase ¢ konnen wir unmittelbar aus dem Bild ablesen.
Fiir die Kreisfrequenz gilt:

T = Periodendauer,
f = 1/T Frequenz,
w = 2n f Kreisfrequenz.

In Abb. 4.2 ist die Phase ¢,, iibrigens positiv (zu einem Zeitpunkt mit negativer Zeit t erfolgt der
nichstgelegene Nulldurchgang des Sinus d. h. dort ist wt+ ¢, = 0). Alle Argumente des Sinus sind
in diesem Skript immer im Bogenmafs gemeint (360° entspricht 27). Zeitabhéngige Grofen werden
mit kleinen Buchstaben und zeitunabhéngige Gréffen mit grofen Buchstaben bezeichnet. Eine

andere Darstellung von sinusférmigen Spannungen und Stromen ist die sog. ,Zeigerdarstellung®
(Abb. 4.3).

Abb. 4.3: Zeigerdarstellung einer sinusférmigen Spannung

Die Léange des Zeigers entspricht der Amplitude. Zur Zeit ¢t = 0 hat der Zeiger den Winkel ¢,
mit der x-Achse. Der Zeiger dreht sich mit der Kreisfrequenz w herum. Den Momentanwert der
Spannung u(t) erhélt man jederzeit durch Projektion auf die y-Achse.

Das Umlaufen des Zeigers mit w werden wir oft nicht explizit hinschreiben. Man kann es sich im
Hinterkopf einfach immer dazu denken (Abb. 4.4). Die Darstellung einer sinusférmigen Spannung
wird dann im Zeigerdiagramm ganz iibersichtlich:

©

I "

Abb. 4.4: Verkiirzte Darstellung einer Spannung im Zeigerdiagramm

Oft werden wir uns fiir die relative Phasenlage von Strémen und Spannungen in einem Netz
interessieren. Hier ist die Zeigerdarstellung besonders vorteilhaft (Abb. 4.5).
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Abb. 4.5: Gemeinsame Darstellung von Strom und Spannung im Zeigerdiagramm

Natiirlich wird die Zeigerlange von I in Ampere gemessen und die Zeigerldnge von U in Volt.
Damit hat die relative Lange der beiden Zeiger keine Bedeutung — sie ist rein willkiirlich. Aber
der Winkel zwischen dem Strom- und dem Spannungszeiger ist wichtig:

Oui = Ou — G4 Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung.

Dieser Winkel sagt aus, ob und wenn ja, wie stark der Strom der Spannung vorauseilt (oder
hinterher 1auft). Hierbei bedeutet:

Gui >0 erst die Spannung, dann der Strom,
ui <0 erst der Strom, dann die Spannung.

Im Beispiel von Abb. 4.5 ist ¢,; damit negativ.

In diesem Kapitel sollten Sie die Zeigerdarstellung von Wechselspannungen und Wechselstromen
kennengelernt haben und einen Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung ablesen kénnen.

4.2 Wechselspannung und Wechselstrom an R, L und C

Betrachten wir zuerst den ohmschen Widerstand. Hier brauchen wir nur das ohmsche Gesetz auf
zeitabhangige Grofen zu libertragen:

u(t) = R-i(t) . (4.3)

Das bedeutet, dass beim ohmschen Widerstand Strom und Spannung immer in Phase laufen. Der
Vollstandigkeit halber wiederholen wir noch einmal das Schaltungssymbol und das Formelzeichen
(Abb. 4.6).

_é_ (USAJ\/\/\/\/\_ )

Abb. 4.6: Schaltungssymbol und Formelzeichen des ohmschen Widerstands

Weiter geht es mit dem Kondensator. Hier sind die Verhéltnisse etwas interessanter:

du(t)
dt

i(t)=C- (4.4)

Wo kommt diese Gleichung her? Sie wird systematisch abgeleitet in der Theorie elektromagne-
tischer Felder. Hier soll nur ein einfacher Ansatz angegeben werden. Man kann durch Nachmes-
sen bestédtigen, dass beim Kondensator die Ladung auf den Kondensatorplatten proportional zur
Spannung ist:

Q=C-U. (4.5)
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Den Proportionalitatsfaktor nennen wir Kapazitit: Nun brauchen wir nur noch beide Seiten
nach der Zeit zu differenzieren, und wir erhalten:

@:izc du

il 4.
dt dt (46)

Genau genommen kann der Kondensator Energie in Form eines elektrischen Feldes speichern.
Hier finden Sie das Schaltungssymbol und die Formelzeichen (Abb. 4.7).

= W —fe— )

Abb. 4.7: Schaltungssymbol und Formelzeichen des Kondensators

Noch eine kleine Bemerkung zu diesem Thema: Die Gl. 4.4 kénnen wir leicht umformen:

i-dt=C-du . (4.7)
t U(t)
/ idt=C- / du=C[U(t) — U(t0)] . (4.8)
t0 U (t0)

Das zeitliche Integral iiber dem Strom ergibt damit die gesamte Spannungsénderung zwischen
zwei Zeiten t. Schlagartige Spannungsénderungen wiirden einen unendlich grofsen Strom erfordern
und sind damit unmoglich (,Der Kondensator wehrt sich gegen eine abrupte Spannungsénderung®).

Betrachten wir schliefslich die Induktivitét (bzw. Spule oder Drossel). Hier gilt:

di(t)
at

u(t)=1"L- (4.9)

Auch diese Gleichung wird erst in der Theorie elektromagnetischer Felder systematisch abgelei-
tet. Der einfache Ansatz lautet hier: Man nehme den Zusammenhang zwischen dem magnetischen
Fluss durch eine Spule ¢4y und dem Strom durch die Spule mit der Windungszahl w:

W Pmag =L i . (4.10)

Der Proportionalitiatsfaktor ist hier die Induktivitéat (auch Selbstinduktion). Nun brauchen wir
nur noch das Induktionsgesetz

u(t) = w- d¢$ag : (4.11)

(die induzierte Spannung ist gleich der zeitlichen Anderung des gekoppelten magnetischen Flus-
ses) und schon folgt die obengenannte Gleichung:

di(t)
dt

u(t) = L- (4.12)

Genau genommen ist die Induktivitit ein Speicher fiir Energie in Form eines Magnetfeldes. Hier
sind das Schaltungssymbol und das Formelzeichen (Abb. 4.8).
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L
—E— (USA Y Y _ )
Abb. 4.8: Schaltungssymbol und Formelzeichen der Induktivitét
Auch hierzu noch eine kleine Randbemerkung;:
w-dt=1L-di,
¢ i(t)
/ wdt =1L / di = Li(t) — i(t0)] . (4.13)
t0 i(t0)

Das zeitliche Integral iiber der Spannung ergibt den Sprung im Strom zwischen zwei Zeiten
t. Schlagartige Stromdnderungen erfordern eine unendliche grofe Spannung und das ist nicht

moglich. (,Die Induktivitdt wehrt sich gegen abrupte Stroménderungen®).

Alle Gleichungen, die bis jetzt in diesem Kapitel angegeben wurden, gelten fiir jede beliebige
Zeitabhéngigkeit von i und u. Nun wollten wir uns auf sinusféormige Wechselgrofen beschréanken.

Verbinden wir den Kondensator mit einer Wechselspannungsquelle (Abb. 4.9).

R
u(t) 5 _|_10

Abb. 4.9: Kondensator und Wechselspannungsquelle

Gegeben sei:

u(t) =U - sin(wt + ¢y,) .

Gesucht ist:

und erhalten:

C-U-w-cos(wt+ ¢y) .

.

—
o~

N—
Il

Die Gleichung formen wir um zu:

i(t):C-U-w-sin(wt—l-d)u-i-g),

denn nun kénnen wir mit der ,,Standardform® des Wechselstroms vergleichen.

i(t) =1 - sin(wt + ¢;) .

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)
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Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

I=w-C-U, (4.19)
oder
o- L .; (4.20)
- wC '

Mit dieser Gleichung erkennen wir den Zusammenhang zwischen den Amplituden von Strom
und Spannung am Kondensator.

1
Der Faktor c hat die Einheit 2 und doch ist es nicht einfach ein Widerstand. Fir die
w .
Momentanwerte von Strom und Spannung u(t) und i(t) finden wir keinen einfachen Faktor, mit
dem wir die eine in die andere Grofle umrechnen kénnen. Aber fiir die Amplituden gibt es solch

einen Faktor. Wir nennen ihn ,kapazitiven Blindwiderstand‘.
Nun miissen wir noch den Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung bestimmen:

™

Das bedeutet: die Spannung folgt dem Strom mit 90° Phasenverschiebung (Abb. 4.10).

U bzw. |
A

Abb. 4.10: Zeitlicher Verlauf und Zeigerdiagramm von Strom und Spannung am Kondensator

Dass im Zeigerdiagramm rechts U auf der x-Achse liegt ist reiner Zufall, weil in dem Bild ¢,
zuféllig Null ist. Andere Varianten sind daneben eingezeichnet. Wichtig ist, dass immer zwischen
dem Zeiger von U und dem Zeiger von I der Winkel 90° liegt, und dass der Strom vorauseilt.

Ubertragen wir nun einfach alle diese Uberlegungen auf die Induktivitiit, die wir mit einer
Stromquelle verbinden wollen.

R

—_—— -

i(t) * Ll u(t)

Abb. 4.11: Induktivitdat und Wechselstromquelle

Gegeben sei

i(t) =1 - sin(wt + ¢;) , (4.22)

gesucht ist
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u(t)y =7
Wir nehmen die Differentialgleichung
di(t)
t)=1L 4.23
uy =24 (423
und erhalten
u(t) =L-I-w-cos(wt+ ¢;)
:L'f-w-sin(wt—i—d)i—kg)
= U - sin(wt + ¢y) . (4.24)
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich:
U=L-w-I. (4.25)

Wieder gibt es einen Faktor zwischen Strom und Spannung, ndmlich L - w, der die Einheit Q2
hat. Trotzdem ist dieser Faktor nicht einfach ein Widerstand. Er gibt nur den Faktor zwischen den
Amplituden von Strom und Spannung an. Wir nennen ihn ,induktiven Blindwiderstand®. Auch
hier miissen wir noch den Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung bestimmen:

T
Pui = u— G =+ - (4.26)
Das bedeutet: der Strom folgt der Spannung mit 90° Phasenverschiebung.

U bzw. |

A /

Abb. 4.12: Zeitlicher Verlauf und Zeigerdiagramm von Strom und Spannung an der Induktivitit

Auch hier war es reiner Zufall, dass I auf der x-Achse liegt. Wichtig ist der Winkel von 90° zwi-
schen U und I und die Tatsache, dass erst die Spannung und dann der Strom mit 90° Riickstand
kommt.

du

4
7 und u(t) = L - i kennengelernt.

In diesem Abschnitt haben Sie die Gleichungen i(t) = C - 7

Sie kennen die Symbole und Einheiten von C und L.
Schlieflich wissen Sie, dass iiber dem Kondensator Strom- und Spannungsamplituden sich verhal-

~

I mit ¢y = —90°

ten wie: U =

wC
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4.3 Netze mit R, L und C ohne komplexe Zahlen

Betrachten wir als erstes eine einfache Reihenschaltung aus Widerstand und Induktivitat (Abb.
4.13).

ity R L
——{ 1 .
ug(t ug (t)

\

Abb. 4.13: Reihenschaltung aus Widerstand und Induktivitéat
Gegeben ist der Strom:

i(t) =1 - sin(wt) , (4.27)

wobei wir willkiirlich ¢; auf Null gesetzt haben.
Gesucht ist

~

u(t) =U - sin(wt + ¢y,) - (4.28)

Im Einzelnen gilt:
up(t) =R -i(t) =R -1 -sin(wt) , (4.29)
ur(t)=L- dzd(tt) —w-L-T-cos(wt) . (4.30)

Zu jedem Zeitpunkt muss die Gesamtspannung gleich der Summe der Einzelspannungen sein:

u(t) = uR(t) + UL(t)
= R-1I-sin(wt) +wLI - cos(wt)
= U - sin(wt + ¢y) - (4.31)

Auf die letzte Gleichung wenden wir eine Gleichung aus der mathematischen Formelsammlung
an:
sin(a+ f) = sin a cos B+ cos a sin f3 . (4.32)

Dann gilt:

u(t) = U - sin(wt) cos(¢y) + U - cos(wt) sin(¢y) (4.33)

Nun vergleichen wir die Koeffizienten vor sin(wt) und cos(wt). Sie miissen gleich sein mit denen
in Gl. 4.29 und 4.30:

A

R-I=U-cos(¢y) (4.34)



4.3. NETZE MIT R, L UND C OHNE KOMPLEXE ZAHLEN 89

WLl = U - sin(¢y) (4.35)

Aus diesen Gleichungen lésst sich der Faktor zwischen den Amplituden von Strom und Spannung
und die Phasenlage ablesen: Quadrieren und addieren wir beide Gleichungen, so folgt:

I? (R2 + (wL)2) =U? (0052 by + sin® bu) - (4.36)

2

Da cos? o+ sin® a = 1 ergibt sich:

U=+R?+ (wL)2-1. (4.37)

Diesen Faktor zwischen den Amplituden von Strom und Spannung nennen wir Scheinimpedanz
und benutzen den Buchstaben Z.

Scheinimpedanz Z =

~| S

(4.38)

In unserem Beispiel gilt:

Z = /R + (wL)? . (4.39)

Die Phasenlage von Strom und Gesamtspannung erhalten wir, wenn wir die beiden GI. 4.35 und
4.34 durcheinander dividieren:

N .
w:m%:w

= 4.40
U - cos ¢y R ( )

Das Ergebnis lédsst sich sehr schon auch im Zeigerdiagramm darstellen (Abb. 4. 14).

A
N
A U
U|_=(DL’/|\ (p
ul
VAN ~
URzR'/l\ l

Abb. 4.14: Zeigerdiagramm von Strom und Spannungen von der Reihenschaltung aus R und L

Wir fangen das Zeigerdiagramm mit I an. Der Zeiger liegt auf der x-Achse, da wir ¢; auf Null
gesetzt hatten. Der Strom flieft durch R und L. Die Spannung iiber R lduft in Phase mit I,
d. h. der Zeiger Ugr muss auch auf der x-Achse liegen. Der Zeiger von U 7, muss senkrecht auf
I stehen (siehe Abb. 4.12). Der Zeiger der Gesamtspannung U ergibt sich offenbar als eine Art
Vektoraddition aus den Zeigern von Ug und Ur. Genau dann gilt wie berechnet:

U=R2+ (wL)2-T (Pythagoras), (4.41)
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und

L-I wL
B o= (4.42)
R-1 R

Wir sehen: Spannungsamplituden iiber Bauelementen, die in Reihe geschaltet sind, addieren
sich ,vektoriell* im Zeigerdiagramm.

Zur Ilustration betrachten wir dies kleine Zahlenbeispiel (Abb. 4.15):

Lot Ll

Abb. 4.15: Messung der Spannung iiber R und L in Reihe

tan ¢y =

Angenommen wir messen mit unserem Digitalvoltmeter (welches natiirlich auf AC geschaltet
wurde) tiber dem Widerstand 3 V und iiber der Spule 4 V. Wie grof ist die Gesamtspannung?
Wer jetzt noch ,,7 V¥ sagt, sollte das Kapitel 4 noch mal von vorne anfangen ... Richtig ist:

V32442 =/9+16 =25 =5V . (4.43)

Betrachten wir als néchstes diese einfache Parallelschaltung aus Widerstand und Kondensator

(Abb. 4.16).

ir(t) R
—

i(t) C

- —

—_
u(t)

Abb. 4.16: Parallelschaltung aus Widerstand und Kondensator
Gegeben ist die Gesamtspannung;:

u(t) =U - sin(wt) , (4.44)

wobei wir willkiirlich ¢, auf Null gesetzt haben.
Gesucht ist

i(t) =1 - sin(wt + ¢;) . (4.45)
Im Einzelnen gilt:
() = ult) (4.46)
ir(t) = pult), :
) du -
ic(t)=C-—=C-w-U-cos(wt) . (4.47)
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Zu jedem Zeitpunkt muss die Knotenregel gelten:

=)

i(t) = in(t) + ic (1)

U - sin(wt) +wCU - cos(wt)

I
= -

~ ~>

- sin(wt + ¢;)
- sin(wt) - cos(¢) + I - cos(wt) - sin(¢;) . (4.48)

Durch den Vergleich der Koeffizienten vor sin(wt) und cos(wt) erhalten wir nun:

1. .
EU =1 -cos(¢;) (4.49)
wCU =1 - sin(¢;) (4.50)

Quadrieren und addieren wir beide Gleichungen folgt:

2
> ((;) + (wC)2> = 1%(cos® ¢; + sin® ¢;) = I?

IA:\/%—F((A}CV'U. (4.51)

Diesen Faktor zwischen den Amplituden nennen wir Scheinadmittanz und benutzen den Buch-
staben Y.

Scheinadmittanz Y = (4.52)

QH ~>

In unserem Beispiel gilt:

- ,/% + (w02 (4.53)

Die Phasenlage von Strom und Spannung ergibt sich, wenn wir wieder die beiden GIl. 4.50 und
4.49 durcheinander dividieren.

cU
“I— = wCR = tan(¢;) (4.54)
—-U
R
Da in unserem Beispiel ¢,, = 0 gilt
Pui = Pu — ¢i = =i, (4.55)

und damit folgt

tan(¢yi) = —wCR . (4.56)
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Hier kénnen wir die Strome sehr elegant im Zeigerdiagramm darstellen (Abb. 4.17).

A
N
A
IC =(DC'GC l
iu
N U
R =g 0

Abb. 4.17: Zeigerdiagramm von Strom und Spannung von der Parallelschaltung aus R und C

U und I r laufen in Phase. fc steht wie in Abb. 4.10 senkrecht auf U. Der Zeiger des Gesamt-
stroms ergibt sich als eine Art ,Vektoraddition“ aus den Zeigern von I und I¢. Die Amplitude 1
ergibt sich nach dem Satz des Pythagoras zu

~ 1 ~
=55+ 02U, (4.57)

und auch den Phasenwinkel kann man dem Zeigerdiagramm entnehmen:

tan(pi,) = # . (4.58)

R

Wir sehen: Stromamplituden, die in einen Knoten flieffen, miissen ,yektoriell* im Zeigerdia-
gramm addiert werden.

In diesem Kapitel sollten Sie folgendes gelernt haben:

Fiir die Momentanwerte gilt die Maschengleichung wie bisher: > w;(t) = 0
Fiir die Amplituden miissen wir die Spannungszeiger ,vektoriell* addieren.
Fiir die Momentanwerte gilt die Knotengleichung wie bisher: > ix(t) = 0
Fiir die Amplituden miissen wir die Stromzeiger ,yvektoriell“ addieren.

Es gilt:

R: UR:R-fR in Phase

L: U, =wL -1, Uy eilt Iy, um 90° voraus.
X 1 . . .
C:Ug = ol Ic Uc lauft I um 90° hinterher
w

4.4 Einfuhrung in die komplexen Zahlen

4.4.1 Motivation und Historisches

Ein Ingenieur/in der Elektrotechnik und Informationstechnik braucht fast taglich komplexe Zah-
len. Der ,normale” Student/Studentin denkt zunéchst: warum sollte ein Ingenieur/in sich mit so
etwas Merkwiirdigem wie einer ,imagindren Zahl“ beschéftigen. Ich verspreche jeder und jedem,
dass uns die komplexen Zahlen die Arbeit ganz wesentlich erleichtern. Hétte es die komplexen
Zahlen nicht schon vorher gegeben, so héitten sie fiir die Elektrotechnik erfunden werden miis-
sen! Ich bitte um etwas Geduld, und am Ende wird jeder und jede von Thnen diesen Satz voll
unterschreiben.
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Schon sehr friith (im Mittelalter, wenn nicht sogar schon im Altertum) hat man festgestellt, dass
es keine reelle Zahl gibt, die quadriert — also mit sich selbst multipliziert — eine negative Zahl
ergibt. So gibt es auch bei der Losung einer quadratischen Gleichung manchmal Probleme.

2 4pr+q=0

2
p p
— T /E 4.59
z =3 T4 (4.59)
Was passiert, wenn
2
% —q<07? (4.60)

oder, noch einfacher ausgedriickt, welche Losung hat die quadratische Gleichung

2 +1=07 (4.61)

Im Zahlenbereich der reellen Zahlen hat die Gleichung keine Losung.

Der Mathematiker Hieronimo Cardano kam 1545 auf die Idee, die Losung einer solchen Glei-
chung per Definition als ,zusétzliche Zahl“ hinzu zu fiigen. Er erkannte, dass man diese so ergénzten
Zahlen addieren und subtrahieren konnte und sie auch mit einer reellen Zahl multiplizieren konnte.
Das heisst, dass man Rechenregeln fiir diese merkwiirdigen Objekte aufstellen konnte, sie also wie
besondere und neuartige Zahlen behandeln konnte. Dreh- und Angelpunkt dieser neuen Zahlen
ist die Zahl, die mit sich selbst multipliziert -1 ergibt. Alle anderen neuartigen Zahlen lassen sich
als Produkt und Summe mit dieser Zahl ausdriicken.

V=16 =+/(-1)- 16 =v/—1-4 (4.62)

Danach kamen andere Mathematiker, die das Konzept der komplexen Zahlen weiter entwickelt
haben: C. Wessel (1797), J.R. Argand (1806), C.F. Gauf (1831).
In der Mathematik bekam diese Zahl den Buchstaben i:

ixi=—1 (4.63)

In der Elektrotechnik ist der Buchstabe i fiir den elektrischen Strom schon vergeben. Daher
verwenden Ingenieure auf der ganzen Welt statt dessen den Buchstaben j. So gilt auch in diesem
Skript:

jrj=—1 (4.64)

4.4.2 Komplexe Zahlen als Zahlenpaare, als algebraische Summe und als
komplexe Zeiger

Man kann die komplexen Zahlen auf drei Arten einfiihren. Alle drei Varianten sind am Ende
vollkommen &quivalent.
A) Komplexe Zahlen sind Zahlenpaare aus zwei reellen Zahlen, fiir die folgende
Rechenregeln verabredet werden:

a,b € R, a: Realteil, b: Imaginarteil
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z=(a,b) €C (4.65)
mit:
(a1,b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, by + ba)
(al, bl) . (CLQ, bg) = (alag — b1by, a1by + agbl) (4.66)
das heiflt:
(0,1)-(0,1) = (=1,0) (4.67)

B) Eine komplexe Zahl ist eine algebraische Summe aus einem Realteil und
einem mit j multiplizierten Imaginarteil:

a,b € R, a: Realteil, b: Imaginarteil

z=a+jbe Cmitj2=—1 (4.68)
21+ 29 = (a1 + a2) + j(b1 + ba) (4.69)
2129 = Q102 — b1by +j(a1b2 + agbl) (4.70)

Vergleich mit Definition C) zeigt, dass

a=r-cos(¢) (4.71)
b=r-sin(¢p) (4.72)

C) Komplexe Zahlen sind Zeiger in einer komplexen Zahlenebene:

Im(z) A

recosp =a

»Re(2)

Abb. 4.18: Komplexe Zahlenebene

z =r(cos(¢) + jsin(¢p)) (4.73)
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r=/a2+b2 (4.74)

b
¢ = arctan (a) (Quadrant beachten) (4.75)

Damit sind die komplexen Zahlen im mathematischen Sinne ein ,,Korper*.

(Ein Korper ist im mathematischen Teilgebiet der Algebra eine ausgezeichnete algebraische
Struktur, in der die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division durchgefiihrt werden kén-
nen.)

Es handelt sich aber nicht um einen geordneten Korper, da keine Relationen ,,grofer als“ und
HKkleiner als* definiert sind. Die reellen Zahlen sind in den Korper der komplexen Zahlen eingebettet:

Cr={z:2€Cund z = (a,0)} (4.76)

Es gibt ein Nullelement:

mit zy = (0,0) bzw. 2z, =0+ j0 gilt 2+ 2y = 2 (4.77)

und es gibt ein Einselement:

mit e = (1,0) bzw. e =14+ 40 gilt z- e =z (4.78)

Hier ein paar Beispiele mit den zugehorigen Darstellungen als Zahlenpaar, algebraische Summe
oder Zeiger:

Quadrant | Zahlenpaar | algebraische | Zeiger
Summe
1 (3,2) (3+j5-2) |r=v13=3,6 Im(z) 4
¢ =33,7°
1
7 » Re(2)
2 (—3,4) (-=3+4+j-4) |r=v25=5 Im(z) 4
¢ = 180° — 53,1° =
126, 9° 1
: » Re(2)
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3 (—2,-2) (—2—-j-2) |r=v8=2,8 Im(z) 4
¢ = 180° 4 45° = 225°
;
3 » Re(2)
4 (1,-3) (1-35-3) |r=+/10=32 Im(z) 4
¢ =—T1,6°
;
7 » Re(2)

Abb. 4.19: Komplexe Zahlen als Zahlenpaar, algebraische Summe und Zeiger

4.4.3 Veranschaulichung von Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division

Betrachten wir einmal dieses Beispiel einer Addition von zwei komplexen Zahlen in der komplexen
Zahlenebene:

Im(z)

A

(3+j-2)+(1+j-3)=4+j-5

Abb. 4.20: Veranschaulichung der Addition komplexer Zahlen

Man erkennt, dass die beiden komplexen Zahlen sich wie zwei Vektoren im zweidimensionalen
Raum addieren. Ahnliches gilt fiir die Subtraktion. Hier nehmen wir einmal folgendes Beispiel:

Im(z) 4

A
B+j5-2)—(1+5-3)=2—j 1@
— —» Re(z)

Abb. 4.21: Veranschaulichung der Subtraktion komplexer Zahlen

Wieder erkennt man die Analogie zur Subtraktion zweier Vektoren im zweidimensionalen Raum.
Gehen wir nun zur Multiplikation. Zur Erinnerung:

21+ Z9 = a1az — biba + j(a1bs + a2br) (4.79)

In folgendem Beispiel ergibt sich also:
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2+)(14+5-3)=2-3+j6+1)=—-1+5-7 (4.80)

Wie kann man das anschaulich verstehen? Dazu bestimmen wir von der ersten, der zweiten Zahl
und vom Produkt den Radius und den Winkel in der komplexen Zahlenebene:

1
z21=2+4+7 r=vVi+1=+v5=224 ¢1 = arctan (2> = 26,6° (4.81)

3
Zo=14+7-3 ro=+v1+9=1+10=3,16 ¢2 = arctan <1) =71,6° (4.82)

-1
¢p = 180° — 81,9° =98, 1°

7
21 29=—14+7-7 rp=V1+49 =50 =17,07 ¢, = arctan <> = —81,9° (4.83)

Tp =T1°T2 Op = 1+ P2 (4.84)

Man erkennt, dass der Radius des Produktes gleich dem Produkt der einzelnen Radien ist. Aus-
serdem ist der Winkel des Produktes gleich der Summe der beiden einzelnen Winkel (Beweis folgt
in 4.4.9). Offenbar gibt es hier keine Analogie zur Vektorrechnung, wie wir sie bei der Addition
beobachtet haben.

Schlieflich kommen wir zur Division. Hier lernen wir zunéchst die ganz grundsétzliche Regel:
Wollen wir von dem Ergebnis einer Division den Real- und den Imaginarteil wissen, so miissen
wir mit dem konjugiert-komplexen (siehe 4.4.4) des Nenners erweitern:

(a1+j-b1) (a1+j-b1)(ag—3j-ba) arag+biby . arby —aghy (4.85)
(az + 7 - b2) (a2 + 7 -b2) (ag — j - ba) a® + b? J a? + b? -

Betrachten wir auch hier ein einfaches Beispiel:

2-j @2-j)@d-j) 8—1 _ 244 T 6
_ _ . ;.0 4.
1+ (@+j)id—j) etz et 1w M (4.86)

Wenn wir hier auch von den beiden Zahlen z; und z, und von dem Quotienten z;/z, Radius
und Winkel berechnen, so werden wir feststellen, dass der Radius des Quotienten gleich dem
Quotienten der einzelnen Radien ist, und dass der Winkel des Quotienten die Differenz der beiden
einzelnen Winkel ist:

1
z71=2—3j rm=v4+1=1+5=224 ¢1 = arctan (—2> = —26,6° (4.87)
1
2o =447 ro =V16+1=vV17=4,12 ¢2 = arctan (4) = 14° (4.88)

7 6 6
21/29 = 7 -7 I7 rqg =+0,174+0,12 = 0,54 $g = arctan (—7> = —40,6° (4.89)

rQ =11/r2 b = ¢1 — P2 (4.90)
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4.4.4 Konjugiert-komplexe Zahl

Zu jeder komplexen Zahl gibt es genau eine konjugiert-komplexe Zahl, die folgendermafen definiert
ist:
Wenn z=a+7j-b dann ist ZX=a—j-b wz-konjugiert-komplex* (4.91)

Das bedeutet, dass wir die konjugiert-komplexe Zahl durch Spiegelung an der reellen Achse
finden.

Im(z) 4 Im(z) 4

IN
*

: > Re(z) \ > Re(z)
z

Abb. 4.22: Konjugiert-komplexe Zahl durch Spiegelung an der reellen Achse

Aufserdem gilt:

(21 +29)" =21 + 23 (4.92)

(217 29)" =21 25 (4.93)

4.4.5 Absolutbetrag und Abstand zweier komplexer Zahlen

Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl ist folgendermafen definiert:

|§|:\/g-g*:\/(a—l—j~b)(a—j-b):\/a2+b2:r (4.94)

Damit ist der Absolutbetrag einer komplexen Zahl identisch mit dem Radius in der komple-
xen Zahlenebene. Der Abstand zweier komplexer Zahlen ist definiert als der Absolutbetrag der
Differenz der beiden Zahlen:

2y — 25 = d (4.95)

Damit wird eine Metrik in der komplexen Zahlenebene eingefiihrt. Dies erlaubt es beispielsweise,
die Konvergenz einer Folge zu definieren:

Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert gegen z, wenn zu jedem e ein n existiert, so dass

z, — 2| < (4.96)
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4.4.6 Funktionen einer komplexen Variable

Wir definieren Funktionen einer komplexen Variable als eine Abbildung von einer komplexen

Zahlenebene (Ausgangsebene) auf eine andere komplexe Zahlenebene (Bildebene). So wird jeder

komplexen Zahl aus der Ausgangsebene eine komplexe Zahl aus der Bildebene zugeordnet.
Einfache Beispiele sind:

fiz)=2z+3+ (Verschiebung um 3 + j) (4.97)
1

fa(z) = - (Spiegelung am Einheitskreis, Erklarung folgt spéter) (4.98)
z

falz) = 2° (4.99)

Im Allgemeinen ist jede solche Funktion durch zwei reelle Funktionen u(a,b) und v(a,b) von
zwei reellen Variablen definiert:

w= f(z) =u(a,b) +j-v(a,b) (4.100)
Im(z) 4 Im(w)4
z -Ebene w -Ebene
| T
: ~Re@ @ ¥ 1 > Re(w)

Abb. 4.23: Funktionen einer komplexen Variablen

4.4.7 Die Exponentialfunktion mit einer komplexen Variablen

Die Exponentialfunktion ist diejenige Funktion, die mit ihrer eigenen Ableitung identisch ist.

d
y = e % = ¢ (4.101)

Im Reellen kann sie durch eine unendliche Reihe ausgedriickt werden:

et = i _— (4.102)

Dies ldsst sich leicht ins Komplexe verallgemeinern:

o0 n

. N2
eF=> ~ (4.103)

n=0

In gleicher Weise folgen aus der Reihenentwicklung von Sinus und Cosinus die natiirlichen
Erweiterungen ins Komplexe.
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e (_1)n . p2ntl

sin(x) = 7;) Tonr

(_l)n . §2n

cos(z) = Z — (4.104)

(2n)!

n=0

e (_1)n . y2n+1

sin(z) = 7;) e (4.105)

4.4.8 Die Eulersche Formel

Die Eulersche Formel stellt einen Zusammenhang zwischen der Exponentialfunktion und den tri-
gonometrischen Funktionen her. Er lautet:
Fiir alle ¢ € R gilt:

eI? = cos(p) + j - sin(¢) (4.106)

Hier ist also der Exponent der e-Funktion rein imaginér.
Der Beweis ist relativ einfach und lautet so:

— (=)™ falls n = 2m d. h. gerade
Wege = { ()™ .5 falls n = 2m + 1 d. h. ungerade (4.107)
1\ o0 2m o0 2m+1
=) mZ::O( et mz::(]( " em (4.108)
So kann die Abbildung der komplexen Zahlenebene mit Hilfe der Funktion
w=el? (4.109)

il S
—91)9) W

Abb. 4.24: Abbildung mit der Funktion w = e% = e®+9¢

In der Euler-Formel von oben war der Exponent rein imaginér. Fiir einen beliebigen komplexen
Exponenten folgt:

= "I = ¢ . ¢I? = ¢%(cos(¢) + j - sin(e)) (4.110)
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4.4.9 Ein paar niitzliche Zusammenhinge

Mit Hilfe der Euler-Formel finden wir eine neue dquivalente Notation fiir komplexe Zahlen:

z=a+j-b=r-cos(¢)+j-r-sin(p) (4.111)

z=r1-€e? (4.112)

Wir kénnen nun beweisen, dass die in 4.4.3 gefundene Regel zur Multiplikation zweier komplexer
Zahlen (Radien multiplizieren und Winkel addieren) wirklich richtig und ganz allgemein giiltig war:

P Y (4.113)

2129 =711 - 1Tg - &1 91792) (4.114)

Auch die Regel zur Division (Radien dividieren und Winkel subtrahieren) war allgemein giiltig:

%
21 _re €T gi-en) (4.115)

§2 ro - ej¢2 9

Wir erkennen auch, dass die Multiplikation mit dem Faktor e/ einer einfachen Drehung des
Zeigers um den Winkel ¢ entspricht.

2, -39 = 1y . JO1F9) (4.116)

Zum Schluss noch ein paar niitzliche Gleichungen:

1 1
b N (4.117)
J o3

joz= I TI2 L QI — . I (PHT/2) (4.118)

d.h. Multiplikation mit j entspricht einer Drehung des Zeigers um +90°.

— eI/ b — e I (@) (4.119)

LR

d.h. Division durch j entspricht einer Drehung des Zeigers um —90°.
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4.5 Komplexe Spannungen und Strome

Nun kommt der entscheidende Schritt, bei dem die Spannungen und Stréme durch komplexe
Zahlen beschrieben werden. Beginnen wir mit der klassischen Schreibweise:

u(t) =U - sin(wt + ¢) . (4.120)

Nun definieren wir:

u(t) = U - cos(wt + @) + j - U - sin(wt + @) (4.121)

komplexer Momentanwert der Spannung.

Damit gilt offenbar:

u(t) = Im(u(t)), (4.122)

d. h. wir kommen von der komplexen Spannung jederzeit zur messbaren Spannung, indem wir
den Imaginérteil bilden. In der komplexen Zahlenebene ist das die Projektion auf die y-Achse.
Wir tun also nichts anderes als das, was wir im Zeigerdiagramm (Abb. 4.3) schon immer gemacht
haben, nur dass aus der x-y-Ebene die komplexe Zahlenebene geworden ist.

Gehen wir einen Schritt weiter:

U - cos(wt + @) +j - U - sin(wt + )
— [T . ¢i(wt+e)

u(t)

eI eIwt

&

Il
<

Cedwt (4.123)

Hierbei haben wir die zeitunabhéngigen Gréfsen im Faktor U zusammengefafit, den wir komplexe
Amplitude nennen:

U=0U-e? komplexe Amplitude. (4.124)

Der Zeiger der komplexen Amplitude ist nichts anderes als der Zeiger in Abb. 4.4: er hat die
Lange U und den Winkel ¢ mit der x-Achse.
Damit schreiben wir von nun an alle komplexen Momentanwerte als:

u="U-e"", (4.125)
wobei der Faktor e/“! den komplexen Amplitudenzeiger mit der Kreisfrequenz w herumdreht.
Im(()y Im(U) &

N

/. /7\
(™) / \
> Re(()) ’ — Re(U)

Pl {J_\.ej(l)t

>
\

Abb. 4.25: Darstellung der komplexen Amplitude in der komplexen Zahlenebene
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Kommen wir nun zuriick auf die beiden Beispiele aus Abschn. 4.3:

R L
— 1 — .

D —— D ——
UR(t) up ()

Abb. 4.26: Reihenschaltung aus R und L

Vergleichen wir einfach die Zeigerdarstellung mit der Darstellung der komplexen Amplitude
iber R und L.

y Im(U)
Q 0.
OL& OL'%
pl—»x - »L—» Re(U)
0.

[0,

Abb. 4.27: Zeigerdarstellung und Darstellung in der komplexen Ebene von U

Wahrend wir im Abschn. 4.3 noch aufpassen mussten, da

Uges # Up + UL , (4.126)
konnen wir nun einfach schreiben:

Genauso konnen wir das zweite Beispiel betrachten:

RO R

i(t)

C

C

Abb. 4.28: Parallelschaltung aus R und C

Auch hier stellen wir die beiden Bilder gegeniiber:

Abb. 4.29: Zeigerdarstellung und Darstellung in der komplexen Ebene von [

Auch hier galt keinesfalls

jges 7& jR + jC ) (4128)
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aber es gilt:

iges = iR + iC :

(4.129)

Die Erkenntnis, die wir hier durch Vergleich der beiden Bilder gewonnen haben, ldsst sich na-

tiirlich mathematisch einwandfrei herleiten:

Maschenregel

> um(t) =0
Y

Ubersetzung ins Komplexe

> Up(t) =0

4
Aufteilung in komplexe Amplitude und e/**
S U, -t =0
Y
Division durch e/**

YUy =0

Knotenregel
> ik(t) =0
4

Ubersetzung ins Komplexe

> ix(t) =0

\
Aufteilung in komplexe Amplitude und e/**
S I, -t =0
!

Division durch e/«*

YI=0

Amplituden von Strom und Spannung.

Wir sehen: Maschen- und Knotengleichungen gelten in einfacher Form fiir die Momentanwerte. Sie
gelten nicht fiir die realen Amplituden. Aber sie gelten in einfacher Form wieder fiir die komplexen

4.6 Komplexe Widerstande — Impedanzen

Betrachten wir nun, was mit den Faktoren zwischen Strom und Spannung passiert, wenn wir zu

komplexen Spannungen und Stréomen iibergehen.

Beginnen wir wieder mit dem ohmschen Widerstand:

ur(t) = R-ig(t)
J
up(t) = R-ig(t)
4

Up=R-Ip (4.130)

Das bedeutet, R ist der Faktor zwischen den komplexen Amplituden genau so wie R der Faktor
zwischen den klassischen Amplituden ist. Die Zeiger von Strom und Spannung zeigen in die gleiche

Richtung.
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Im

Abb. 4.30: Zeiger von Strom und Spannung in der komplexen Ebene — ohmscher Widerstand

Betrachten wir nun die Induktivitat:

dig(t)
=1L
ur(t) dt
Y
yL(t) . dlL(t) Z'L(t) _ iL . gdwt
dt
di, =
ditL =1 jw-e*!
= jw - i(t)
A
up(t)="L-j w-ig(t)
)
U, -t = L. jwl, - el*t
)
Up =jwL I (4.131)

Wir finden also einen Faktor zwischen den komplexen Amplituden von U und I. Er lautet:

~

Z; = YUr _ jwl . (4.132)
I

Diesen Faktor nennen wir allgemein die Impedanz und benutzen den Buchstaben Z. Im Falle
einer Induktivitat ist Z eine rein imaginire Zahl, namlich jwL.

Die Zeiger von U und I sind damit um 90° gegeneinander verdreht, denn die Multiplikation mit
j verursacht eine Drehung um 90°:

o "1
|

Abb. 4.31: Zeiger von Strom und Spannung in der komplexen Ebene — Induktivitét

Betrachten wir zum Schluft den Kondensator:
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. duc(t
ic(t)=C- gt( )
I
. du(t R .
it = - ) uo(t) = Og -
d@c T . jwt
LC e
= jw - uc(t)
Y
ic(t)=C-j w-uc(t)
Y
zc.ejf*)t :CijC€JWt
Y
Ip=jwC-Ug (4.133)

Wir finden wieder einen Faktor zwischen den komplexen Amplituden von Strom und Spannung,.
Wir kénnten auf den eben eingefiihrten Begriff Impedanz* zuriickgreifen und schreiben:

1
Lo=——. 4.134
Zo=7.0 (4.134)
Wir koénnen aber auch das reziproke der Impedanz einfiithren: die sog. Admittanz:
I .
U
Fiir diesen Faktor werden wir immer den Buchstaben Y verwenden. Offenbar gilt:
Z = L (4.136)
= X . .

Auch die Admittanz eines Kondensators ist eine rein imaginédre Zahl, ndmlich jwC. Die Zeiger
von U und I sind um —90° gegeneinander verdreht, denn die Division durch j verursacht eine
Drehung um —90°.

Abb. 4.32: Zeiger von Strom und Spannung in der komplexen Ebene — Kondensator
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Somit haben wir in diesem Kapitel drei Impedanzen kennengelernt:

Im(2)
A
ZR = R ) A Z
Z, =jwL, jol
1 ——= 5 Re(2)
20= 5,0 R
/ @C |y

Abb. 4.33: Impedanzen von R, L und C in der Impedanzebene

Diese Impedanzen kénnen wir in einer komplexen Impedanzebene eintragen. Wir haben auch
drei Admittanzen kenngelert.

Im(Y)
1 A
XR - E ) X
1 ijT
ZL = T 7 =— Re(Y)
JwlL Y
1 1/R

Abb. 4.34: Admittanzen von R, L und C in der Admittanzebene

4.7 Einfache Wechselstromnetze

Mit den neuen Begriffen ,komplexe Spannungen und Strome”, ,Impedanzen® und ,,Admittanzen®
wollen wir nun die gleichen Probleme wie im Abschn. 4.3 noch einmal 16sen — nur viel eleganter.
Beginnen wir mit:

L R
o—illm— 11—
—_— —

0,

0
0

~ges

\ 4

Abb. 4.35: Reihenschaltung aus R und L

= (R+jwL)-1. (4.137)

das heifdt:

Zyes = R+ jwL . (4.138)
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Die Gesamtimpedanz einer Reihenschaltung ist also die Summe der Einzelimpedanzen. Die
Diagramme in der Spannungsebene und in der Impedanzebene sehen so aus:

IN

0 =joL-p
=+ - GJGS

Or=r% 7

Abb. 4.36: Zeiger von Spannungen und Impedanzen bei der Reihenschaltung von R und L

Man erkennt am Impedanzdiagramm:

|Z| = VR? + (wL)? Scheinimpedanz. (4.139)

Das war genau der Faktor zwischen der Amplitude von Strom und Spannung (s. Gl. 4.41). Man
erkennt aufkerdem, dass:

Im(Z) wL
d. h. der Winkel von Z mit der x-Achse ist der Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung.
Auf die gleiche Art behandeln wir die Parallelschaltung aus R und C (Abb. 4.16).

kR R

—

Iges

Abb. 4.37: Parallelschaltung aus R und C

Es gilt:
. .. 1 . , .
los=Ip+1lo =5 Uges +jwC Uge
1 .
= (5 +Jw0)  Uges - (4.141)
das heif’t:
r
Yoo = 5 +3wC . (4.142)

Die Gesamtadmittanz einer Parallelschaltung ist also die Summe der Einzeladmittanzen. Die
Diagramme in der Stromebene und in der Admittanzebene sehen so aus:

| <

joC -Oges !
»l

N > >
fr=1R0yes Uges

Abb. 4.38: Zeiger von Stromen und Admittanzen bei der Parallelschaltung von R und C
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Auch hier finden wir wichtige Grofen im Admittanzdiagramm wieder:

1
Y| = T (wC)? Scheinadmittanz. (4.143)
Dies ist der Faktor zwischen den Amplituden von Strom und Spannung (Gl. 4.53).
Auflerdem gilt:

tan(gy) = m = ? = +tan(¢iy) = —tan(du:) . (4.144)
R

d. h. der Winkel von Y mit der x-Achse ist der Phasenwinkel ¢;,, = —y;.
Werden wir zum Schlufs einmal ganz konkret. Gegeben sind folgende Zahlwerte:

4mH 3Q2

—_— I=2A, f=159Hz, w=1000s"!

Abb. 4.39: Zahlenbeispiel fiir die Reihenschaltung von R und L

Gesucht ist die Gesamtspannung.
Es ergibt sich folgende Rechnung;:

I=2A+j-0A. (4.145)
Upr=R-1=6V+jOV. (4.146)

U, =jwL -1 =0V +;8V . (4.147)

Ups =Up + Uy =6V + 48V . (4.148)

U o] = V62 +82 = 10V (4.149)
tan(¢ui) = :;((ggg::)) = % bui = H3° . (4.150)
Zgos = 30+ jAQ . (4.151)

Eine andere Schreibweise fiir Qges =6V + j8V lautet:

(1)
Uges = 235 -

(4.152)
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Als Lésung fiir die Gesamtspannung gilt also: U ges = OV + j8V.

Dass dies die Losung einer Aufgabe aus der Elektrotechnik sein soll, ist vielleicht noch etwas
ungewohnt. Aber wir erkennen, dass die Losung alles enthélt, was wir wissen wollten, ndmlich
Amplitude und Phasenlage.

Betrachten wir auch fiir das zweite Beispiel noch einmal Zahlenwerte:

0,25Q2

o—¢ $—o U=2V, f=159,16kHz, w = 10051

Abb. 4.40: Zahlenbeispiel fiir die Parallelschaltung von R und C

Gesucht ist fges. Hier ergibt sich diese Rechnung;:

1 11
Yoo = +jwC =45 +j3 . (4.153)
I=Y,  U=8A+j-6A. (4.154)

Lesl = V82 +62 = 104 . (4.155)

tan(giu) = M _ 0 Gin = 37° . (4.156)
Re(lges) 8
Tyes = 10A/37° . (4.157)

Ich hoffe, an dieser Stelle sind schon alle halbwegs iiberzeugt, dass es sich gelohnt hat, die
komplexen Zahlen zur Losung unserer Netzwerkprobleme zu bemiihen ...

@ | Aufgabe

,Passive Bauteile in der
Hochfrequenztechnik®

»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN




5 Leistung

5.1 Wirkleistung, Scheinleistung, Blindleistung

Bei der Betrachtung von Gleichstrom wurde der Begriff der Leistung eingefiihrt und gezeigt, wie
sich die Leistung, die in einer Quelle generiert oder in einem Widerstand verheizt wird, aus dem
Strom I und der Spannung U bestimmen lasst:

P=U-1I (5.1)

Beim Wechselstrom kénnen wir diese Uberlegungen auf jedes kleine Zeitintervall iibertragen
und erhalten so den momentanen Leistungsfluss.

p(t) = u(t) - i(t) momentaner Leistungsfluss (5.2)

Auch hier wollen wir wieder untersuchen, wie ich die Leistung aus den Amplituden von Strom I

und Spannung U bestimmen kann. Bevor wir wieder zu den komplexen Grofien {ibergehen werden,
soll auch hier die Einfithrung mit den ,klassischen Grofen” erfolgen. Mit dem Ansatz:

A~

u(t) = U - sin(wt + ¢ui)  i(t) = I - sin(wt) (5.3)

folgt:

p(t) = U - I -sin(wt + dui) - sin(wt) (5.4)

In der mathematischen Formelsammlung finden wir

sin(a)sin(p) = % {cos(a — B) — cos(a + )} . (5.5)

Damit folgt:

p(t)=U-1I- % {cos(wt + Pyi — wt) — cos(wt + ¢u; + wt)}
=U-1- % {cos(pui) — cos(2wt + Pui)} - (5.6)

Das Ergebnis zeigt einen konstanten Term:

1 . .
3 U-1I-cos(pui) (5.7)
und einen mit 2w oszillierenden Term:
1 .~ 4
—=-U-1-cos(2wt + ¢y;) (5.8)

2
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Eine wichtige Grofe ist der zeitlich gemittelte Leistungsfluss aus einem Generator heraus bzw.
in eine Last hinein. Diese Grofe kann letztlich z. B. in einer Last genutzt werden, um Arbeit zu
leisten oder einen Ofen zu erhitzen o. &.

Wir nennen diesen zeitlich gemittelten Leistungsfluss Wirkleistung und benutzen den Buchsta-
ben P.

T 1 ..
P=p(t) = /0 p(t)dt = 3 U-1-cos(pu;) [Watt| (5.9)

Die Einheit ist natiirlich wieder VA, wofiir wir die Abkiirzung Watt verwenden.

Um diese Wirkleistung herum oszilliert die Leistung — mal ist sie grofer, mal ist sie kleiner. Die
Amplitude der um die Wirkleistung herum oszillierenden Leistung nennen wir Scheinleistung und
benutzen den Buchstaben S.

1 ~ 4
§=35-U-1  [VA (5.10)

Die Einheit ist auch hier wieder VA, allerdings ist es nicht iiblich, hierfiir die Abkiirzung Watt zu
verwenden. Man belésst es einfach bei VA (gesprochen Volt-Ampere) und macht damit deutlich,
dass hier eine Scheinleistung gemeint ist.

Schlieflich definieren wir noch die Blindleistung;:

Q- % T sin(bw) vl (5.11)

Das ist die Amplitude der zwischen dem Generator und der Last hin und her pendelnden
Leistung. Die Einheit ist — wie kénnte es anders sein — VA, aber auch hier benutzt man einen
kleinen ,Merkhinweis“, dass es sich um eine Blindleistung handelt, indem man von [var| (Volt-
Ampere-Reaktiv) spricht.

1 ~ -
Nun muss natiirlich noch begriindet werden, warum ausgerechnet ) = 3 U-1-sin(¢y;) die

pendelnde Leistung sein soll.
Wir gehen wieder von Gl. 5.6 aus:

p(t) =U- f% {cos(dui) — cos(2wt + dui)} - (5.12)

und benutzen nun, dass:

cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sin(a)sin(f) . (5.13)
Damit folgt:
p(t) = U- f% {cos(pui) — cos(2wt)cos(du;i) + sin(2wt)sin(dy;)} - (5.14)
Nun benutzen wir:
sin’a = %(1 — cos(2a)) , (5.15)

und erhalten:
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p(t) =U - I% {cos(¢ui) - 2 sin?(wt) + sin(dui) - sin(2wt)} . (5.16)

Mit den eben definierten Grofen P und Q ergibt sich:

p(t) =2 P sin®(wt) + Q - sin(2wt) (5.17)

Der erste Summand ist immer positiv. Uber eine Periode gemittelt ergibt er die Wirkleistung
P.

Der zweite Summand oszilliert um Null. Mal ist er positiv, und das Bauelement nimmt gerade
Energie auf. Im néichsten Moment ist er negativ und das Bauelement gibt gerade Energie ab.

Kondensatoren sind in der Lage Energie in Form eines elektrischen Feldes aufzunehmen und
wieder abzugeben. Induktivitdten konnen Energie in Form eines magnetischen Feldes speichern
und wieder abgeben. So kann tatsdchlich bei induktiver bzw. kapazitiver Last Leistung hin und
her pendeln. Die Blindleistung beschreibt die Amplitude dieser pendelnden Leistung.

Betrachten wir einmal den Ausdruck: \/P? + Q2

1.~ 1.4
VP2+Q?= \/4U2126052(¢m-) + ZUQIzsin2(gbm-)

1. -
— 2022

4U
=-UI

=S5 (5.18)
Damit verhalten sich P, Q und S wie die Kanten eines rechtwinkligen Dreiecks:

P

S

Abb. 5.1: Dreieck zur Beschreibung der Gréfien P, Q und S

Handelt es sich um eine induktive Last, dann ist ¢,; positiv und damit auch Q. Haben wir es
mit einer kapazitiven Last zu tun, ist ¢,; negativ und damit auch Q.
Die Abb. 5.2 verdeutlicht noch einmal alle Leistungsgrofsen.

S=1 [

;0¢1_'”

i) ug

Abb. 5.2: Momentaner Leistungsfluss p(t), Scheinleistung S und Wirkleistung P
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5.2 Effektivwerte

Elektrotechniker sind oft etwas faul. Nun hatten wir uns gerade bei Gleichstrom an die Formel:

P=U-1I (5.19)
gewohnt, und nun soll bei Wechselstrom plotzlich alles anders sein. Selbst bei einem ohmschen
Widerstand, bei dem ja ¢,; = 0 ist, folgt:
pP=-UI. (5.20)
Wir kénnen aber die alte Formel retten, wenn wir folgende Definition einfiihren:

U I
Uetf = 7 Ly = 7

Wenn wir dann auch noch (wegen fortgesetzter Faulheit) den Index eff in Zukunft weglassen,
erhalten wir folgende schéne Gleichungen:

Definition fiir sinusférmige Wechselgrofen. (5.21)

P=U-1I-cos(¢ui) Wirkleistung in Watt, (5.22)
Q=U"-1-sin(¢ui) Blindleistung in var, (5.23)
S=U-1 Scheinleistung in VA. (5.24)

Der Effektivwert ist damit derjenige Wert, den die ,Gleichgréfse” haben miifite, um an einer
ohmschen Last die gleiche Leistung zu bewirken wie die Wechselgrofse. (Damit kann man auch
Effektivwerte fiir Rechteckspannungen und Dreiecksspannungen definieren, hier ist aber der ,,Eich-

1
faktor* nicht mehr —).

V2

In diesem Kapitel haben Sie die Effektivwerte von Strom und Spannung kennengelernt. In Zukunft
bedeutet ein grofer Buchstabe ohne Dach immer den Effektivwert. Die Amplitude, die wir auf
einem Oszilloskop ablesen konnen, erhalten wir durch Multiplikation des Effektivwertes mit /2.

5.3 Komplexe Leistung

Wir definieren einen komplexen Leistungszeiger:

S =

<

I (5.25)

(U und I sind die komplexen Effektivwerte, also die komplexen Amplituden geteilt durch \/5)
Wozu soll das gut sein?
Bestimmen wir einmal den Realteil von S.
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Re(8) = Re(U - I)

= Re(U - J% . T . 79%%)

= Re(U - I - ¢/(®u=94))

=Re(U -1 -cos(¢pyi) +j-U-1-sin(du))

_p (5.26)
Re(S) =P Wirkleistung. (5.27)

Damit erhalten wir die oben eingefithrte Wirkleistung als Realteil der komplexen Leistung.
Bestimmen wir als néchstes den Imaginérteil von S:

Im(S) =Im(U - I-cos(¢pui) +J-U-1I-sin(pui))
o) (5.28)
Im(S)=Q Blindleistung. (5.29)

Der Imaginérteil von S entspricht der Blindleistung. Schliefslich bestimmen wir den Absolutbe-
trag von S.

S| =vVP2+Q*=S5 Scheinleistung. (5.30)

Damit kénnen wir nachtriglich rechtfertigen, dass wir den Buchstaben S fiir die komplexe
Leistung verwenden durften, denn der Absolutbetrag von S ist identisch mit der oben definierten
Scheinleistung S.

Nun sieht die Abb. 5.1 so aus:

|0

Abb. 5.3: S, P und @ in der komplexen Ebene

Erinnern wir uns noch einmal kurz an den Gleichstrom: hier konnten wir die Leistung berechnen,
wenn irgendein Paar aus folgendem Bild bekannt war:

112
— . = . ]2 = —
P=1-U=R-I (5.31)

Ahnliche Gleichungen gelten natiirlich auch bei Wechselstrom — sie sind manchmal ganz niitzlich:

[t
I
|
I~
I
N
I~
=3
I
N
T~

=Z-1*, (5.32)

o
i
1<
3
!
IS
S
S
!
g
=

=Y*.U?. (5.33)
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(Man beachte, dass die konjugiert komplexe Admittanz mit der quadrierten Spannung multi-
pliziert werden muss!)

Wir kénnen noch etwas weiter aufteilen nach Real- und Imaginérteil der Impedanz und Admit-
tanz.

Z=R+jX Y=G+jB.

(5.34)
P =Re(S)=R-I? P=Re(S)=G-U?.

(5.35)
_ Y. T2 _ —_pR.2
Q=1Im(S)=X-I Q=1Im(§)=-B-U". (5.36)
S=|8=VvR*+ X2 I? S=|8=VvG*+B2-U?. (5.37)

Fiir den Wert der Wirkleistung spielt offenbar nur der ohmsche Anteil der Impedanz eine Rolle.
(Um Missverstandnissen vorzubeugen: damit ist X nicht egal, denn es beeinflusst bei gegebener
Spannung natiirlich den Strom I). Der induktive bzw. kapazitive Anteil sorgt fiir die pendelnde
Leistung Q. Ist eine Impedanz rein imaginir wie beim reinen Kondensator oder bei der reinen
Induktivitat, wird gar keine Wirkleistung iibertragen. Die Leistung pendelt vollstédndig hin und
her.

In diesem Kapitel haben Sie die komplexe Leistung S kennengelernt und wissen, wie man mit
Hilfe von S die Wirk-, Blind- und Scheinleistung bestimmen kann.

5.4 Zahlpfeile

Leider miissen wir uns noch einmal mit den ldstigen Z&hlpfeilen befassen. Wieso, werden Sie viel-
leicht sagen, bei Wechselstrom ist das doch egal. Leider nein! Uns interessiert schon der Unterschied
zwischen einer Phasenlage von ¢,; = 0° und ¢,; = 180°, und die konnten wir ohne Zahlpfeile nicht
unterscheiden. Auch bei der Leistungsberechnung ist z. B. bei ¢,; = 0° die Wirkleistung P > 0
und bei ¢,; = 180° P < 0, und wenn Sie diese Leistung bezahlen sollen, ist [hnen das Vorzeichen
vielleicht doch nicht ganz egal.

Wir halten uns aber genau an die gleiche Konvention wie bei Gleichstrom und legen fest:

Abb. 5.4: Zahlpfeilkonventionen

Dann gilt am Generator:

P > 0 :Wirkleistungsabgabe
P < 0 :Wirkleistungsaufnahme

und am Verbraucher gilt:

P > 0 :Wirkleistungsaufnahme
P < 0 :Wirkleistungsabgabe
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Am Ende dieses Kapitels sollten Sie die bekannten Zahlpfeilkonventionen auf Wechselstrom iiber-
tragen konnen.

5.5 Messung von Leistung

Zunéchst miissen wir kurz auf das ,richtige® Messen von Strom und Spannung eingehen. Jedes
Amperemeter hat — auch wenn wir uns das eigentlich nicht wiinschen — einen kleinen Innenwider-
stand ungleich Null. Und jedes Voltmeter hat &rgerlicherweise einen Innenwiderstand, der nicht
unendlich ist. Wenn man an einem Bauelement Strom- und Spannungsabfall messen will, muss
man sich zwischen einer der folgenden Versionen entscheiden:

R.

i RA
A
\

w] O |

Ry

|'_N

Abb. 5.5: ,Stromrichtiges“ Messen von U und I

Abb. 5.6: ,Spannungsrichtiges“ Messen von U und I

Beim ,stromrichtigen“ Messen ist die Spannungsmessung durch den Spannungsabfall iber R4
etwas verfalscht. Beim ,spannungsrichtigen Messen ist der Strom durch den Querstrom durch das
Voltmeter etwas verfilscht. Entweder diese Innenwiderstédnde sind vernachléssigbar (Null bzw.
unendlich) oder man muss sie exakt kennen und in Form einer detaillierten Netzwerkanalyse
berticksichtigen.

Eine Leistungsmessung kénnen wir im Prinzip durchfiihren, indem wir wie oben beschrieben U
und I messen. Aber Vorsicht: Ueg - Iog liefert uns nur die Scheinleistung! Die Wirkleistung, die
meistens noch wichtiger ist, erhalten wir so noch nicht.

Ein Ansatz zur Losung des Problems kann die Verwendung eines Zweistrahl-Oszilloskopes sein.
U und I werden dann iibereinander dargestellt, wir kdnnen die Phasenverschiebung ¢,; ablesen
und mit

P=U-1I-cos(¢pu), (5.38)

die Wirkleistung bestimmen. Solch eine Phasenablesung ist ziemlich ungenau. Besser ist es,
ein dynamometrisches Messwerk fiir die Wirkleistung P zu verwenden. Es handelt sich um ein
Drehspulmesswerk, bei dem der Permanentmagnet durch eine zweite Spule ersetzt wurde:
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iq

Abb. 5.7: Dynamometrisches Messwerk (eine Feder hilt den Zeiger im stromlosen Zustand bei Null)

Der Zeigerausschlag dieses Messwerkes ist proportional zum gemittelten Produkt beider Stréme

a=k- ’i1(t) . ’ig(t) . (539)

Die eine Spule (z. B. i2) liegt in Reihe mit einem sehr grofen Innenwiderstand R und zieht
damit nur einen kleinen Strom. Es sind viele Windungen nétig, um ein messbares Drehmoment
zu erhalten. Wir bauen das Instrument auf folgende Art in eine Schaltung:

o—a—{ N
%

e ]

| N

Abb. 5.8: Dynamometrisches Messwerk zur Bestimmung der Wirkleistung

Dann gilt:

a=k-i(t) iat)

A N ORIO]

=k -— I - Uy - cos(du;)

T D (5.40)

Messuhren, die im Haushalt eingesetzt werden, um die Wirkleistung zu bestimmen, die man
dem Elektrizitatswerk abkauft, sind etwas raffinierter aufgebaut. Erste kleine Randbemerkung;:

Wird der Innenwiderstand Ro durch einen Kondensator Cy ersetzt, kann man im Prinzip auch
die Blindleistung messen:
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o2

Abb. 5.9: Dynamometrisches Messwerk zur Bestimmung der Blindleistung

Hier gilt:

oz:k'-Cg-Il-Ul-sin(qﬁm):k:-CQ-Q. (5.41)

Zweite Randbemerkung:

Ein dynamometrisches Messwerk kann auch eingesetzt werden, um den Phasenwinkel zwischen
Strom und Spannung an einem unbekannten Bauelement zu bestimmen. Das Rezept lautet: Messe
die Effektivwerte von Strom und Spannung (Digitalvoltmeter) und die Wirkleistung P. Dann gilt:

g = coS(Pui) ¢ui = arccos (fS)) . (5.42)

Leider ist das Vorzeichen des Winkels so noch nicht bekannt, da der Cosinus symmetrisch um
Null ist. Meistens weifs man aber, ob man eine kapazitive oder induktive Last hat, und erhélt das
Vorzeichen durch ,Nachdenken®.

Am Ende dieses Kapitels sollten Sie die Anordnungen zum ,stromrichtigen” und zum ,spannungs-
richtigen”“ Messen von U und I kennen und wissen, wie man die Scheinleistung und die Wirkleistung
messen kann.

@ | Aufgabe @ | Aufgabe

,Der Synchrongenerator ,Die Freileitung'

sILIAS: Onlineaufgaben zu LEN sILIAS: Onlineaufgaben zu LEN







6 Briickenschaltungen

6.1 Wheatstonesche Briicke mit komplexen Impedanzen

Briickenschaltungen eignen sich hervorragend, um unbekannte Impedanzen sehr prazise zu be-
stimmen. Sie sind aber auch eine interessante ,Spielwiese”, um die im letzten Abschnitt gelernten
Methoden zu iiben. Erinnern wir uns an die ,ohmsche” Wheatstonesche Briicke:

Abb. 6.1: ,Ohmsche* Wheatstonsche Briicke

,Abgleich“ der Briicke bedeutet, wir verdndern R4 so lange, bis das Messgerét in der Briicken-
diagonale 0V anzeigt (bzw. ein dort angebrachtes Amperemeter 0A anzeigt). Dann muss gelten:

Uy Us

— = : 6.1
0, " U, (6.1)
Durch R; und Rs fliefst der Strom /; und durch R3 und R4 der Strom I,.
R, Rsl,
— = . 6.2
Rol; Ryl (62)
Damit gilt beim Abgleich der Briicke
g; = gj Abgleichbedingung. (6.3)
Ist R4 bekannt und R; soll gemessen werden, so gilt:
R3
Ri=—" Rsy. 6.4
=5, (6.4)

Durch geschickte Wahl von Rs- R3 kann ein einziger vorhandener kalibrierter Schiebewiderstand
R, verwendet werden, um ganz verschiedene unbekannte Widerstdnde R; sehr prazise auszumes-
sen.

Nun iibertragen wir alles auf Wechselstrom und komplexe Impedanzen:

Abb. 6.2: Briickenschaltung mit komplexen Impedanzen
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Da, wie im letzten Kapitel beschrieben, alle Maschen- und Knotengleichungen eins zu eins auf
Wechselstrom iibertragen werden kénnen, wenn wir zu komplexen Spannungen und Stromen {iber-
gehen, kénnen wir die Abgleichbedingung sofort hinschreiben:

Zl Z3 . .

== === Abgleichbed

Z, " Z, gleichbedingung

Ly Ly =43 Zy . (6.5)

Hinter dieser Gleichung verstecken sich in Wahrheit zwei Gleichungen: Zum Abgleich miissen die
Real- und Imaginérteile auf beiden Seiten der Gleichung iibereinstimmen. Genau so gut kénnen
wir nach Absolutbetrag und Phase auflosen:

21 jhi—¢a) _ D3 j(ds—d)
7 e =7 e } (6.6)
7 7y B
=7 =7 md b1-d=d—du. (6.7)

In diesem Abschnitt haben Sie die allgemeine Abgleichbedingung fiir Wechselstrom-
Briickenschaltungen Z, - Z, = Z5 - Z, kennengelernt.

@ | Aufgabe
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6.2 Messbriicke fiir ideale Induktivitaten

Das erste Beispiel einer Messbriicke lautet:

I-x R3

%O

R, Cy

Abb. 6.3: Messbriicke fiir ideale Induktivitaten

Wenden wir einfach die Abgleichbedingung an:

Zl‘ZzL:ZQ'Z?,)

Jwle

jU.)C4 :R2 ‘R3 P
L,
64 - R2R3 )

Ly = RoRsCy . (6.8)
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So kénnen wir aus den Werten von Ry, R3 und Cy4 die unbekannte Induktivitat L, bestimmen. Cy
ist ein kalibrierter Drehkondensator. Mit ihm lésst sich die Diagonalspannung auf Null abgleichen.
Die Frequenz w hat sich herausgekiirzt und geht damit nicht in das Ergebnis ein. Sie muss damit
nicht genau bekannt sein. Durch geschickte Wahl von Ry und Rj3 konnen wir mit ein und demselben
kalibrierten Kondensator viele verschiedene Induktivitédten L, ausmessen.

Es sieht beinahe so aus, als hdtten wir mit nur einem einzigen Drehkondensator auch nur eine
der beiden Abgleichbedingungen erfiillt. Was ist mit der zweiten?

Bestimmen wir einmal den Phasenabgleich nach Gl. 6.8.

¢1 = +9007 ¢2 = 07 ¢3 = 07 @4 = -90°
¢1— 2 =+90°, ¢35 — g =+90°. (6.9)

Die Phasenabgleichbedingung ist offenbar automatisch erfiillt, weil wir Induktivitdt und Ka-
pazitdt in gegeniiberliegende Zweige der Briicke gesetzt haben. Jede andere Anordnung hétte zu
einer Situation gefiihrt, bei der man beliebig am Drehkondensator drehen kann, ohne jemals einen
Abgleich erreichen zu kénnen. Wenn L, verlustbehaftet gewesen wére, dann wére ¢; nicht exakt
90°, sondern beispielsweise 88° gewesen. Auch dann ist mit dieser Briicke kein Abgleich moglich.

6.3 Maxwell-Wien-Briicke fiir verlustbehaftete Spulen

Abb. 6.4: Maxwell-Wien-Briicke

Bestimmen wir vorab die Admittanz im Zweig 4:

1
Y= 5+ jwCr. (6.10)

Eingesetzt in die Abgleichbedingung ergibt sich:

R, + jwL, 1 .
————— =Rz | = Cy) . 6.11
ke R (g, dwch) (6.11)
Abgleich der Realteile bedeutet:
B — RoRe. - (6.12)
x — 412113 R4 . .

Abgleich der Imaginérteile bedeutet:
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L,=RoyR3-Cy . (6.13)

Auch dieser Abgleich ist unabhéngig von w. Man muss sukzessive am Schiebewiderstand und
am Drehkondensator drehen, bis die Diagonalspannung Null ist.

6.4 Wien-Briicke fuir verlustbehaftete Kondensatoren

Abb. 6.5: Wien-Briicke

Der unbekannte Kondensator weist ,Verluste auf. Das kann passieren, wenn das Dielektrikum eine
kleine Leitfahigkeit hat, also kein perfekter Isolator ist. Das kann auch daher kommen, dass das
Dielektrikum beim stdndigen Umpolen ,Verluste* aufweist, sich also beim Umladen erwérmt. Sol-
che Verluste kénnen ebenfalls durch einen Parallelleitwert im Ersatzschaltbild dargestellt werden.
Unser Kalibrier-Kondensator Co hat keine Verluste. Hier schalten wir einen kalibrierten Schiebe-

widerstand in Reihe.
Die Abgleichbedingung lautet:

Ry

R73:

1 1 .
(s ) (g, +302)

1 jwCy
jWCZRx
C. Ry

[ R

Ry |
+ 22 4 jwRC,

jwCy R,

@&@— (6.14)

b
wCoR, )

Der Abgleich der Realteile ergibt:

Ry Ry Cy
R, Ry O3
Ry
o

R[E Cx

Ry = R,
2 o

(6.15)

(6.16)



6.4. WIEN-BRUCKE FUR VERLUSTBEHAFTETE KONDENSATOREN 125

Eingesetzt in Gl. 6.15 erhalten wir R,:

R 1 R 1 Ry (w?C3R% +1
Ro=28(pye 1 V_pts(yy 1 )_pas(wClhtl) 5y,
Ri ( 2 wzc§R2> R ( * w2C§R§> R ( 2C2R2 (6.17)

Damit erhalten wir auch C.:

o 1 11 Ry w?C3R3
T w2CeRy R, N w2C9Ry RoR3 WQC%R% +1
B R4CoRs 1 . R4Cy 1 (6 18)
" RyRs w2C2R3 + 1 Ry w2C3R2 +1 '

Dieser Abgleich ist abhingig von w! Wir kénnen die Unbekannten R, und C, nur bestimmen,
wenn wir Re und Cy, R3 und R4 und auch w kennen.

Umgekehrt kann man mit dieser Messbriicke auch w bestimmen, wenn man R, = R; und
C; = C1 kennt:
1
2
=———. 6.19
N NeN el (6.19)
@ | Aufgabe @ | Aufgabe
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7 Ortskurven von Impedanz und Admittanz

7.1 Ortskurven von einfachen R, L, C-Schaltungen

Zweipole sind beliebige elektronische Schaltungen, die iiber zwei Klemmen von aufen betrachtet
werden. Oft interessiert man sich fiir die Eingangsimpedanz an diesen beiden Klemmen iiber einen
weiten Frequenzbereich.

Hier bieten sog. Ortskurven einen guten Uberblick: wir stellen uns vor, wir tragen die Impedanz
bei allen moglichen Frequenzen als Zeiger in die komplexe Impedanzebene ein und verbinden
einfach die Spitzen dieser Zeiger. Was hiermit gemeint ist, erkennen wir am schnellsten an einem
Beispiel:

Im(2) 2 Im(2) T e
I 4 Z
R L !
o—{ 1 —mmm I 0w=0
(o / >
s Re(2) A i »Re(Z)
R

Abb. 7.1: Ortskurve der Impedanz einer R-L-Reihenschaltung

Die Impedanz betréigt offensichtlich

Z =R+ jwlL . (7.1)

Der Realteil ist bei allen Frequenzen R. Der Imaginéarteil ist bei sehr kleinen Frequenzen ver-
schwindend klein und wird zu grofen Frequenzen immer grofser.

Was lernen wir aus der Ortskurve in Abb. 7.17 Der Winkel des Zeigers von Z mit der reellen
Achse ist bekanntlich die Phasendifferenz von Strom und Spannung ¢,; und die Lange des Zeigers
|Z| ist der Faktor zwischen der Amplitude von Strom I und Spannung U:

U=12|-1. (7.2)

Damit lautet die Interpretation von Abb. 7.1: Bei kleinen Frequenzen laufen U und I in Phase
und der Faktor zwischen U und I ist R. Bei hohen Frequenzen kommt es zu einer positiven
Phasendifferenz. Bei vorgegebenem konstantem U wird I immer kleiner. Im Extremfall sehr grofser
Frequenzen geht die Phasendifferenz gegen +90° und die Amplitude des Stromes geht gegen Null.

Eine charakteristische Frequenz fir die Anordnung in Abb. 7.1 ist diejenige Frequenz, bei der
die Phasendifferenz gerade 45° betragt.

Im(Z)A z

jogl

(o]
45 »Re(2)
= Z

Abb. 7.2: Impedanz bei ¢,; = 45°
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Hier ist Re(Z) = Im(Z), d. h.

woraus folgt:

Wy = % flir (ﬁm = 45° . (7.4)

Fiir die Amplituden von Strom und Spannung gilt bei dieser Frequenz:

U=vV2-R-1  fiir p,; =45° . (7.5)

Ein anderes Beispiel lautet:

Im(2) z Im(2)A o z

R C — »Re(2)

° —_— II }: o -
° ‘u) -0

Abb. 7.3: Ortskurve der Impedanz einer Reihenschaltung aus R und C

Die mathematische Beschreibung lautet:

1 1

Der Realteil bleibt bei allen Frequenzen konstant R, der Imaginérteil ist bei sehr kleinen Fre-
quenzen sehr grofs und negativ. Er wird mit steigender Frequenz immer kleiner und néhert sich
bei sehr, sehr grofsen Frequenzen schlieflich der Null.

Damit ist die Phasendifferenz zwischen Strom und Spannung ¢,; immer negativ. Sie geht gegen
Null, wenn w immer grofer wird.

Ist die Amplitude der Spannung U vorgegeben, so gilt fiir die Amplitude des Stromes bei sehr,
sehr grofsen Frequenzen:

U=R-I w=c. (7.7)

Je kleiner die Frequenz, desto kleiner wird der Strom. Bei sehr kleinen Frequenzen geht der
Strom schliefslich gegen Null. Die Phasendifferenz ¢,; geht im gleichen Zuge gegen —90°.

Auch hier kénnen wir eine charakteristische Frequenz wgy bestimmen, bei der die Phasendifferenz
Oui gerade —45° betrigt. Auch hier sind wieder Realteil und Imaginérteil der Impedanz gleich grofs:

1
R=— 7.8
. (7.5)
woraus folgt:
1 .. o
Wy = — fir ¢,; = —45° . (7.9)

RC
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Auch hier gilt fir die Amplituden von Strom und Spannung:

U=V2-R-1  fiir g = —45° . (7.10)

Das néchste Beispiel lautet:

Abb. 7.4: Ortskurve der Impedanz einer Parallelschaltung aus R und C

Hier gilt fiir die Admittanz:

Xzﬁ—i—ij, (7.11)
und damit fir die Impedanz:
— + jwC
R

Die Punkte bei w = 0 und w = oo in Abb. 7.4 sind leicht einzutragen: Bei w = 0 gilt Z = R
und bei w = 0o gilt Z = 0. Aber wie verlduft die Kurve dazwischen?

1
Besti ir ei 1 Z bei wy = ——:
?S 1n.1men wir einmal Z bei wo = -~
Hier gilt:
1 1 1—7 R .
f=——"—"—" =R —=R- ———F———=—(1-j) . 7.13
S S Sl e R T R A 1
R RC
Der Punkt wurde schon in Abb. 7.4 eingetragen. wy ist offenbar wieder die Frequenz, bei der
Realteil und Imaginérteil von Z gleich grof sind und damit die Phasendifferenz ¢,; = —45°
betrigt.
1 .. °
wy = RO flir ¢; = —45° . (7.14)

Leider wissen wir nun immer noch nicht, wie die Ortskurve dazwischen verlauft. Teilen wir also
Z in Realteil und Imaginéarteil auf:

1 O 1
1 7 ¢ R , wC
Z=1——-= 1R 5 = it —i o . (7.15)
R + jwC <R> + w?C? (R> +w?2C? (R) + w?C?

Fiir die Ortskurve stellt der Realteil den x-Wert als Funktion von w dar und der Imaginarteil
den y-Wert.
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1
2 wC
2(w) = Re(Z) = 12# » yw) =Im(2) = EZECEE (7.16)
<R> + w2C? (R) + w2C?
Ich behaupte nun, dass dies die Parameterdarstellung eines Kreises ist:
R\’ R?
(x(w) - 2) + 1y (w) = = (7.17)

R R
Der Kreis hat den Radius — und ist mit seinem Mittelpunkt um Bl auf der x-Achse verschoben

(Abb. 7.4). Diese Behauptung muss nachgepriift werden. Hierzu bezeichne ich den Nenner aus Gl.
7.16 mit N

1\ 2
<R> + w?C? = Nenner = N . (7.18)
Dann lautet Gl. 7.17 nun:
1 2
R R n w2C?
N 2 N2

:RT fiir alle w. (7.19)

Damit ist bewiesen, dass die Kreisgleichung 7.17 erfiillt ist. Wenn wir nur nach der Ortskurve
der Admittanz gefragt hitten, wire alles etwas einfacher gewesen.

Im(Y Y
m(Y)a T(D .S

w=0

o
—

1/R

» Re(Y)

Abb. 7.5: Ortskurve der Admittanz einer Parallelschaltung aus R und C

Betrachten wir noch ein letztes Beispiel.
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Abb. 7.6: Ortskurve der Impedanz einer Parallelschaltung aus R und L

Die Impedanz der Schaltung lautet:

(7.20)

Wieder sind die Punkte fiir w = 0 und w = oo leicht zu finden. Wie lautet die Impedanz fiir

w=wy=—"7 (7.21)

I =

L _R_j(lfj):E(Hj), (7.22)

Z: = . =
<" R+JR 1+ 2 2

Bei dieser Frequenz sind Real- und Imaginérteil gleich grofs, d. h. ¢,; = 45°.
Mit dem gleichen Ansatz wie oben ldsst sich beweisen, dass die Ortskurve ein Halbkreis ist.
Einfacher hétten wir es gehabt, wenn wir nach der Ortskurve der Admittanz gefragt hétten:

Im(Y)4 Y
1R
W = ©
" rey)
* w—0

Abb. 7.7: Ortskurve der Admittanz einer Parallelschaltung aus R und L

Nach diesen vielen Beispielen soll der Begriff der Ortskurve ganz allgemein definiert werden:
Wir erhalten eine Ortskurve, wenn wir eine komplexe Grofe (z. B. Z, Y, Uy /Uy, S, ...) als
Funktion eines reellen Parameters (z. B. w aber auch R, L, ...) darstellen.

Am Ende dieses Kapitels wissen Sie, was eine Ortskurve ist. Sie kénnen die Ortskurven von Z
und Y als Funktion von w von einfachen Zweipolen bestimmen.

7.2 < Y und die Spiegelung am Einheitskreis

Bei den Untersuchungen im letzten Abschnitt tauchten oft zwei Bilder als ,,Paar” auf: die Ortskurve
von Z und die Ortskurve von Y. Hierzu kénnen wir ein paar interessante Uberlegungen anstellen.
Bei sog. komplexen Abbildungen wird eine komplexe Ebene mit Hilfe einer Funktion auf eine
andere komplexe Ebene abgebildet. Beispiele sind:

W =22 oder W =¢eZ . (7.23)
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Zu jedem Punkt in der Z-Ebene findet die genannte Funktion einen Punkt in der W-Ebene.
Wir wollen hier von den vielen schonen denkbaren Funktionen nur eine betrachten:

1
Y=—. .24
v (7.24)
Damit ergibt sich fiir die Abbildung folgendes Bild:
Im(2) , Im(Y) A
- 2 y-1 - v
\ z Y=z
% y ‘ Re(z_) ﬁ (’\1 > Re(Y_)
Z=—
Y
Abb. 7.8: Komplexe Abbildung Y = %
Wir kénnen diese Abbildung auch so beschreiben:
Z = 'rej¢ , (725)
[
Y =-e779. (7.26)

r

Damit erkennen wir, dass alle Punkte auf dem Einheitskreis (r = 1) auf Punkte auf dem Ein-
heitskreis abgebildet werden, wobei die obere Kreishélfte unten und die untere oben landet.

Wir sehen auch, dass Punkte, die im Inneren des Einheitskreises liegen, nach auften wandern
und umgekehrt. Das bedeutet auch, dass der Nullpunkt in der Z-Ebene zum unendlich entfernten
Punkt in der Y-Ebene wird und umgekehrt.

Nach all diesen Uberlegungen wird versténdlich, warum diese Abbildung ,Spiegelung am Ein-
heitskreis* genannt wird.

Folgende Kurven in der Z-Ebene kann man leicht durch Spiegelung am Einheitskreis in die
Y-Ebene abbilden:

Z Y
Kreise um den Ursprung (Radius r) +— | Kreise um den Ursprung (Radius 1/r)
Geraden durch den Ursprung (r, ¢) +— Geraden durch den Ursprung (1/r, —¢)
Geraden parallel zur imagindren Achse — Kreise )
dius: ————
Radius 3Re(Z)
1
Mittelpunkt: = — =0
ittelpunkt: 2o = oo Uo
Kreise — Geraden parallel zur imaginédren Achse
Radius:
adius: 5 )
1
Mittelpunkt: = —— =0
1ttelpunkt: zg 2R6(X)’ Yo

Dieses Verhalten finden wir in allen Abbildungen in Abschn. 7.1, in denen die Z-Ebene und die
Y-Ebene zusammengestellt sind, wieder.
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Wir kénnen uns mit diesen Regeln manchmal etwas Arbeit beim Erstellen von Ortskurven spa-
ren. Ist es leichter, die Ortskurve der Admittanz zu finden als die Ortskurve der Impedanz, dann
kénnen wir nun leicht von der einen Darstellung in die andere {ibersetzen.

Am Ende diese Kapitels konnen Sie einfache Ortskurven von Z mit der Spiegelung am Einheitskreis
in Ortskurven von Y umwandeln und umgekehrt







8 Schwingkreise

8.1 Der Serienschwingkreis

Schwingkreise haben in der analogen Schaltungstechnik eine sehr grofie Bedeutung. Sie werden ein-
gesetzt, um z. B. eine Wechselspannung mit einer gewiinschten Frequenz aus einem Signalgemisch
herauszufiltern. Daher werden die Schwingkreise hier sehr ausfiihrlich besprochen.

Wir beginnen mit dem Serienschwingkreis:

R L c
Ur U U

Abb. 8.1: Serienschwingkreis

Charakteristisch fiir die Anordnung ist der Energiespeicher, der magnetische Feldenergie spei-
chern kann (die Induktivitdt L) und der Speicher fiir elektrische Feldenergie (der Kondensator).
Beim Serienschwingkreis liegen diese Bauelemente in Serie bzw. in Reihe.

Die Gesamtimpedanz der Anordnung betragt:

Z:R+j<wL—wlc> . (8.1)

Damit konnen wir die Ortskurve der Impedanz zeichnen:

Im(Z) T(D e zZ

W =0,

¥ » Re(2)
| lw—>0

Abb. 8.2: Ortskurve der Impedanz des Serienschwingkreises

Da die Kurve fiir w — 0 gegen minus unendlich und fiir w — oo gegen plus unendlich geht,
muss sie irgendwo die reelle Achse schneiden.
w=wy < Im(Z)=0 Resonanzkreisfrequenz (8.2)

Die Kreisfrequenz, die zu diesem Punkt gehort, nennen wir allgemein Resonanzkreisfrequenz.
Beim Serienschwingkreis ergibt sich fiir die Resonanzkreisfrequenz:

Im(Z)=0
1
L———=0
wo UJ()C
1
=L
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1
Wy = — . 8.3
e &
Bei dieser Frequenz gilt:
Up,=R-1 (8.4)
Up, = jwol -1 (8.5)
= —g——.1. .
Ug, e L (8.6)

Der Faktor zwischen den Amplituden von Strom und Spannung ist iiber der
dem Kondensator gleich grofs. Er heifst Kennwiderstand und betrégt hier:

Induktivitat und

1 L
mHrt T e Ve
L .
Xo = ol Kennwiderstand (8.7)

Ein Zeigerdiagramm der Spannungen zeigt, dass U; und U~ um +90° bzw

. —90° gegeniiber

Up verdreht sind, und dass U; und U, um 180° phasenverschoben sind und sich damit nach

auken gegenseitig auftheben:

Im(U)& U

Abb. 8.3: Zeigerdiagramm von Uy, U; und U, am Serienschwingkreis bei der Resonanzfrequenz (schematisch)

Betrachten wir die Frequenzen, bei denen wir von aufen gesehen gerade 45° Phasenverschie-
bung zwischen Strom und Spannung haben. Die Frequenzen mit einer Phasenverschiebung von
+45° spielen in der Elektrotechnik eine besondere Rolle. Sie werden z. B. bei der gleichfolgenden

Definition der Bandbreite gebraucht.

Im(U) 0, <® Im(U)A 0>,
V)4 2 0 U lU_C

liL liqes

u 459

“R > > Re(L_J) g > Re(L_J)
45°) R

NG

y

Abb. 8.4: Zeigerdiagramme bei +45° Phasenverschiebung, schematisch
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Aus dem Diagramm lesen wir ab, dass folgende Gleichungen gelten:

+45° —45°
1 1
'L—izR J— .L_i :R
wi w1 C <WQ wQC)
2. L —wR— = =0 5 !
wi-L-wk— 5= wQ-L—l—ng—a:O
R 1 R 1
2 _ 2
S P | I
Wi wlL LC w2+w2L LC
R R? 1 R R? 1
w=sp*VNizte Y w=orE\gzte 69

In beiden Losungen macht das Minus-Zeichen vor der Wurzel keinen Sinn, da es zu negativen

Kreisfrequenzen fiihrt.
Fiir die Anwendung ist es wichtig, wie breit der Bereich zwischen w; und wo ist. Daher wird

zunéchst der Begriff , Bandbreite* folgendermafen definiert:

w1 — we = Bandbreite = by . (8.10)
Beim Serienschwingkreis ergibt sich:
R R
bW_E_|_,/..._ <_2L+1/...>
R
by = — . A1
W=7 (8.11)

Weiterhin ist die Bandbreite bezogen auf die Resonanzkreisfrequenz eine wichtige Grofe zur

Charakterisierung des Schwingkreises:

i e Dampfung = d . (8.12)
wo
Fiir den Serienschwingkreis erhalten wir:

W1 — W9 R C

= —V L ey —

wo L ¢ R L

C

ds = R\/— . 8.13
S 7 (8.13)

Die letzte Grofse, die wir zur Beschreibung eines Schwingkreises einfiihren, ist die Giite Q. Sie

ist einfach die reziproke Dampfung, d. h.

=0 (8.14)

I
O
I
SHN

w1 — w2
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Fiir den Serienschwingkreis ergibt sich:

wo _WOL_]_ L
wi—wy R R c’

1 L X

G=p\a=TF (8.15)

Je grofler die Giite, desto schmalbandiger und steiler sind die Resonanzkurven. Schauen wir uns
hierzu ein paar Diagramme an, die das Verhalten des Serienschwingkreises verdeutlichen:

Als erstes betrachten wir den Scheinwiderstand |Z| iiber der Frequenz (Abb. 8.6). Wir kénnen
ihn als Zeigerldnge von Z aus der Ortskurve in Abb. 8.2 ablesen. Der Zeiger ist bei wp am kiirzesten
und entspricht dort gerade R. Rechts und links von w wird der Zeiger immer langer. Bei wy (+45°)
und wy(—45°) betriigt die Zeigerlinge gerade /2 - R. Der Verlauf ist zusammen mit den weiteren
Kurven in Abb. 8.6 dargestellt.

Als zweites betrachten wir den Phasenwinkel ¢,;. Bei kleinen Frequenzen zeigt sich kapazitives
Verhalten mit negativem ¢,; und bei groffen Frequenzen induktives Verhalten mit positivem ¢,;.
Auch die Punkte mit +45° und —45° finden wir natiirlich in Abb. 8.6 wieder.

Betreiben wir den Zweipol mit einem konstanten Strom, dann folgt die Amplitude der Spannung
dem Verlauf von |Z|, der bereits oben bestimmt wurde (U = Z - I). Der Verlauf ist in Abb. 8.6
zusammen mit den Amplituden der Spannungen iiber R, C und L dargestellt.

Ur, steigt linear mit der Frequenz, wahrend UC mit 1/w fallt. Natiirlich ist Uges nicht die Summe
der Einzelamplituden, da die relativen Phasenlagen ja berticksichtigt werden miissen. Finfach ist
die Situation nur bei wp, wo wie oben beschrieben Uz, und Ug gegenphasig laufen und sich nach
aufsen exakt aufheben, so dass nur noch Ur iibrig bleibt.

Wenn wir auch noch das Verhalten des Serienschwingkreises bei konstanter Spannung untersu-
chen wollen, empfiehlt sich die Bestimmung der Ortskurve der Admittanz, da dann wegen I =Y -U
der Strom dem Verlauf von Y folgt.

Abb. 8.5: Ortskurve von Impedanz und Admittanz des Serienschwingkreises

Damit ist offenbar der Strom im Serienschwingkreis (bei Betrieb mit konstanter Spannung) bei
wp am groften und fallt dann nach rechts und links ab (Zeiger von Y wird immer kiirzer).
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1z,

V2R
R

Pa
+90°

A

induktiv

kapazitiv

Abb. 8.6: Diagramme zur Beschreibung des Serienresonanzkreises (logarithmischer Frequenzmafstab)

Zwei interessante Dinge sollten noch erwahnt werden:

Die Kurven in Abb. 8.6 sind im Allgemeinen nicht symmetrisch um wg. Das heifit, w; und wo
haben auch nicht genau den gleichen Abstand zu wy.

Nur wenn gilt

R? 1

m E ) (8.16)

2
kann der Term 12 in der Wurzel vernachlassigt werden, und der Wurzelausdruck wird zu wy:

L2
Varz " e T\ e T

wi=or + wo
R

Die Abschétzung, die zu der symmetrischen Kurve fiihrte, kann auch etwas umformuliert wer-
den:
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L
1 << WOE s

1<<@. (8.18)

Wenn also die Giite deutlich grofer als 1 ist, kann man davon ausgehen, dass die Resonanzkurve
um wg symmetrisch ist.

Der zweite Punkt, der erwdhnt werden sollte, ist folgender: Die Kurven fiir die Amplituden
von Ug, Up, und U in Abb. 8.6 sind (da sie unbedingt in ein einziges Diagramm sollten) was
die Gréfken anbelangt eher untypisch: Die Amplitude von U, und Ug bei der Resonanzfrequenz
kann ein Vielfaches der von auften angelegten Spannung sein. Eine Abschitzung, die hier nicht
ausgefiihrt wird, zeigt, dass bei einer Giite @ >> 1 gilt

ULy =Ucy = Q - Uges - (8.19)

Bei einer Giite von 1000 und einer Betriebsspannung von 1V treten im Resonanzfall iiber L und
C 1000V auf! Wer einen billigen Kondensator mit einer Spannungsfestigkeit von z. B. 10V kauft,
da die Schaltung ja nur mit 1V betrieben werden soll, wird eine kleine Uberraschung erleben ...

Am Ende dieses Kapitels kennen Sie die Eigenschaften des Serienschwingkreises. Sie kennen die
Begriffe Resonanzkreisfrequenz, Bandbreite, Dampfung und Giite und kénnen die Werte fiir einen
Serienschwingkreis bestimmen. Sie konnen die Kennlinien fiir die Amplituden von Strom und
Spannung iiber allen Bauelementen in Abhéngigkeit von der Frequenz qualitativ angeben.

8.2 Der Parallelschwingkreis

Wir werden hier vollig analog zum Serienschwingkreis vorgehen. Ahnlichkeiten mit dem letzten
Kapitel sind beabsichtigt und unvermeidlich.

A= [

Abb. 8.7: Parallelschwingkreis

Die Gesamtadmittanz der Anordnung betrégt:

1 1
Y=2+J (‘”C_WL) . (8.20)

Die Ortskurve der Admittanz sieht damit so aus:
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Im(Y)4 T Y
Y w0 ~
1/R =0,
=¥ . Re(Y)
lw -0
Abb. 8.8: Ortskurve der Admittanz des Parallelschwingkreises
Die Kurve schneidet bei w = wq die reelle Achse
w=wy < ImX)=0 Resonanzkreisfrequenz (8.21)
Wir bestimmen wy:
1
C——=0
wo wOL
1
2_ _~
T Io
! (8.22)
T VLo '
Es kommt also die gleiche Formel wie beim Serienresonanzkreis heraus.
Bei dieser Frequenz wq gilt:
1
In,=5-U
Lo, = jwoC-U
I ——jt (8.23)
L1, J wolL .
Wir definieren einen Kennleitwert By:
1 C
By = woC = ol =4/ 7 Kennleitwert
C
By = 7 (8.24)

Der Kennleitwert des Parallelschwingkreises ist also das reziproke des Kennwiderstands beim

Serienschwingkreis Gl. 8.7.

Das Zeigerdiagramm der Strome zeigt, dass I und I, um +90° bzw. —90° gegeniiber I,

verdreht sind, und dass I, und I; um 180° phasenverschoben sind.

Im(I) A I

Abb. 8.9: Zeigerdiagramm von [, I, und I, am Parallelschwingkreis bei der Resonanzfrequenz (schematisch)
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Auch hier bestimmen wir die Frequenzen, bei denen Strom und Spannung den Phasenwinkel
445° haben:

+45° —45°
1 1 1 1
O- — == _ O - — | ==
w1 wil R (“2 ¢ mL) R
11 11
2 _ - - 2 -
wi-C Wip T 0 ws C+w2R 7 0
1 1 1 1
2
W — — — =0 2 - =
“1=%IRe T IO witwrpe o ="
1. L1 (8.25) 1 1 1 )
w1 = —_— . = — _—
17 9RC 4r2C? " LC w2 9RC e e (8.26)

Auch hier nehmen wir nur die Lésungen mit dem positiven Vorzeichen vor der Wurzel.
Wie grofs ist hier die Bandbreite?

by = — 8.27
W= RrC (8.27)

Damit folgt fiir die Dampfung:

M;m_30¢47 V
J (8.28)

Und schlieklich erhalten wir auch die Giite:

QP:R-\/leiO. (8.29)
R

Die genaue Berechnung von Qp erfolgt also anders als beim Serienschwingkreis. Die Ahnlichkeit
liegt in der Formulierung: Giite gleich Kennleitwert durch ohmschen Leitwert (vergl. Gleichung
8.15 Qg = Kennwiderstand durch ohmschen Widerstand).

Die Kennlinien von Abb. 8.10 ergeben sich in volliger Analogie zum letzten Kapitel. Es ist

interessant, die Abb. 8.6 und 8.10 genau zu vergleichen (natiirlich haben wir sie mit copy & paste
hergestellt und nur die Beschriftung gedndert).
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vl

V2:1/R
1R

Diy 4 O)e

+90° y
kapazitiv

+459

v

-45°

induktiv
-90°

(J\ges=const

0
> L

W, g o (o

I
N
| Oges lges =const

Abb. 8.10: Diagramme zur Beschreibung des Parallelschwingkreises

Auch diese Kurven sind symmetrisch um wp, wenn die Giite sehr viel grofer als 1 ist. Auch hier
konnen die Strome durch L und C sehr viel grofier werden als der Betriebsstrom. Also Vorsicht!

Am Ende dieses Kapitels kennen Sie den Parallelschwingkreis und kénnen die Resonanzkreisfre-
quenz, die Bandbreite, die Dampfung und die Giite bestimmen. Auch die Kennlinien von der
Spannung und von den Strémen durch alle Bauelemente iiber der Frequenz kénnen Sie qualitativ
angeben.

8.3 Verallgemeinerte Definition der Giite

Wir présentieren hier eine verallgemeinerte Definition der Giite, die auf jedes schwingungsfahige
System {iibertragen werden kann, also auch z. B. auf Hohlraumresonatoren.

gesamte gespeicherte Energie

Q=2n (8.30)

Energieverlust pro Schwingungsperiode

Beispiel: Bestimmung der verallgemeinerte Giite am Parallelschwingkreis.

Am Beispiel des Parallelschwingkreises sollen diese Begriffe erlautert werden. Auch soll gezeigt
werden, dass die so definierte Giite mit der vorher definierten {ibereinstimmt.

Als Vorgriff auf die Feldtheorie brauchen wir die Gleichungen fiir die elektrische Feldenergie im
Kondensator we; und fiir die magnetische Feldenergie in der Induktivitat wy,qq.

1 1 ,
welzi-C’-u% wmag:§-L~z% (8.31)

Wenn wir den Schwingkreis bei w = wg in Resonanz betreiben, kénnen wir die gespeicherte
Energie folgendermafsen berechnen:
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up =L %:U:U-cos(wo-t)
— sin(wn - 1) 32
ir T on sin(wp - t) (8.32)
ur
Winag = L‘ng-smz(wo-t)
1 U? 2
—i-T'L'C-sm (wo - t)
1 -
:§~U2-C~sin2(w0-t). (8.33)

Wir erkennen, wie die Energie zweimal pro Schwingungsperiode zwischen dem Kondensator und
der Induktivitdt hin und her ,schwappt®.
Die gesamte gespeicherte Energie ist damit:

Wel + Winag = = - C' - U?. (sinz(wot) + cosz(wot))

N = N

N 1 -
.C-U? (: 2L12> (8.34)

Der Energieverbrauch pro Schwingung betragt

p(t) = ur(t) - ir(t)

u
Ty

wv:/ — . U? - cos®(wot)dt
0o R

0?1, 0 n(2 t)T
= — |- — - 51n(2w

R |2 Ao 1,

U2 1 Uz 11 U? 1 2
e A S (8.35)
R 2 R 2 fo R 2 wo

Gespeicherte Energie und Energieverbrauch pro Schwingung kénnen wir nun in die verallgemei-
nerte Definition der Giite Gl. 8.30 einsetzen.

1 ~
—.C-U?
5 C C
:2 B ——— . . = - —_— = . - . .
Op WUZEM C-Rown=R—e 7 (8.36)
R 2 w

Es kommt also (zum Gliick) das gleiche heraus wie in Abschnitt 8.2. Wir erkennen, dass die
Giite eines Schwingkreises grofs wird, wenn wir viel Energie darin speichern kénnen und wenig
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Verluste haben. Jetzt kennen Sie die verallgemeinerte Definition der Giite:

gesamte gespeicherte Energie

Q=2m-

Energieverlust pro Schwingungsperiode

und kénnen das Prinzip auf Schwingkreise anwenden.

8.4 Verallgemeinerte Resonanzkurven

Man kann die Resonanzkurven der letzten Kapitel etwas umfrisieren, damit sie etwas hiibscher
aussehen:

wog wC wy

= R+ jwoL <w - wo) . (8.37)
wo w

Wir definieren eine normierte Frequenzskala, bei der wg in der Mitte liegt:

Yoy (8.38)
wo w

Eine kleine Umrechnungstabelle zeigt, wie wir zu jedem w das passende v finden.

w v
0 —0
wo 0

+00 +o00

Mit der ,Verstimmung“ v als laufende Variable ergibt sich

, L
Z =R+ <1+3w0-R‘v>
=R+ (1+jQs-v) . (8.39)
Definieren wir nun auch noch eine normierte Verstimmung €2:
Q=v-Q normierte Verstimmung (8.40)
erhalten wir folgende Gleichungen
Z=R(1+j9Q). (8.41)

1Z|=R-/1+Q2 . (8.42)
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tan(du;) = Q . (8.43)

Die Resonanzkurven dazu sehen so aus:

Abb. 8.11: Verallgemeinerte Resonanzkurven



9 Zweipole

9.1 Lineare Zweipole mit passiven Bauelementen

Zweipole sind wie bereits erwahnt beliebige elektronische Schaltungen, die iiber zwei Klemmen
von auflen betrachtet werden. Wir wollen in diesem Kapitel ein paar allgemein giiltige Aussagen
zu Zweipolen ableiten. Als Beispiel fiir einen passiven Zweipol nehmen wir folgende Schaltung:

L

Abb. 9.1: Beispiel fiir einen beliebigen Zweipol

Fiir diesen Zweipol konnen wir die Impedanz bestimmen:

1
Z=jwl+ 25— (9.1)
—+R
jwC +
Diesen Ausdruck kénnen wir nach Realteil und Imaginérteil auflésen:
R
7
Juli+ 1+ jwCR
. R(1 — jwCR)
= L _—
Jwit 1+ w?C?R?
wCR?
=———+4+jlwl - ———— 2
1—|—w202R2+‘7<w 1+w202R2> (9:2)

Nach dem gleichen Verfahren kénnen wir jeden beliebigen Zweipol analysieren. Wir sehen:

1. Wir koénnen jeden passiven Zweipol vollstéindig durch die Angabe von Realteil und Imagi-
nérteil der Impedanz beschreiben (bzw. durch Amplitude und Phase).

2. Verschiedene Zweipole unterscheiden sich im Frequenzgang von Re(Z) und Im(Z). Wir
brauchen verschiedenartige Schaltungen, um einen bestimmen Frequenzgang zu realisieren.

3. Bei allen passiven Zweipolen ist Re(Z) > 0, d. h. alle Ortskurven von Z bewegen sich rechts
von der imaginédren Achse.

IN

4
o— Re(Z) & Im(2) -
IZl & Pui ||

Abb. 9.2: Black-Box eines passiven Zweipols und Existenzbereich in der Impedanzebene
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9.2 Lineare Zweipole mit gesteuerten Quellen

Wir schliefsen noch unabhéngige Quellen aus, lassen aber gesteuerte Quellen zu. Das kleine Beispiel
lautet:

Abb. 9.3: Beispiel fiir einen Zweipol mit einer gesteuerten Quelle

Es handelt sich in diesem Beispiel um eine spannungsgesteuerte Stromquelle. Mit dem komple-
xen Faktor a lassen wir auch solche gesteuerten Quellen zu, bei denen zwischen der steuernden
Grofse und der gesteuerten Grofe eine Phasenverschiebung eingestellt wird.

Die Knotengleichung lautet:

I+ _R>+a U=0,
1
l:Q R_a> )
1
Z=+ (9:3)
E—Q

1
=1-— =10Q .
a q R 0
Dann erhalten wir fir Z
1 10
10

Die Impedanz ist negativ!

Wenn von aufien keine Spannung angelegt wird, steht die Stromquelle auf Null. Die 1/U-
Kennlinie des Objektes geht durch Null. Sobald eine Quelle angelegt wird, wird der Zweipol
selber zur Quelle. Wir sehen:

1. Wir kénnen das Objekt vollstdndig durch die Angabe von Re(Z) und Im(Z) beschreiben
(bzw. |Z| und ¢y;).

2. Wir konnen sehr verschiedenartige Frequenzginge erzeugen.

3. Der Impedanz-Zeiger kann irgendwo in der Impedanzebene sein, auch im Bereich Re(Z) < 0.
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Im(2)
Z 74
o— Re(Z) & Im(2) -
1zl & Pyi %< > Re(2)
o— j e

Abb. 9.4: Black-Box fiir einen Zweipol mit gesteuerten Quellen

9.3 Umwandlung von Spannungsquellen in Stromquellen

Eine Wechselspannungsquelle hat im Allgemeinen nicht nur einen ohmschen Innenwiderstand,
sondern auch einen kapazitiven bzw. induktiven Anteil der Impedanz.

N

Abb. 9.5: allgemeine Spannungsquelle mit komplexer Quellimpedanz

Die Maschenregel ergibt

i L. (9.5)

U, ist damit, wie bei den Uberlegungen zu Gleichstromquellen, die Leerlaufspannung (I = 0).

Q:Q()*Zi'l- (9'6)

'_OT Y;

Abb. 9.6: Allgemeine Stromquelle mit komplexer Quelladmittanz

Hier betrachten wir die Knotenregel und erhalten

U (9.7)

Dann ist I, der Kurzschlussstrom (U = 0).
Angenommen uns ist eine Spannungsquelle mit U, und Z; gegeben. Bauen wir uns dann eine
Stromquelle mit:

10:%

1

und Y =

{2

= (9.8)

so ist dieses Objekt von aufsen nicht von der Spannungsquelle zu unterscheiden. Die Schaltungen
sind dquivalent.
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Angenommen uns ist eine Stromquelle mit Iy und Y, gegeben. Bauen wir uns eine Spannungs-

quelle mit

dann ist auch diese Schaltung dquivalent zur Stromquelle.

(9.9)

Wir kénnen also die Umwandlung von Spannungsquellen in Stromquellen, die wir vom Gleich-

strom kennen, leicht auf Wechselstrom {ibertragen (Abschn. 1.6).

Apropos Umwandlungen: Natiirlich gilt auch die Stern-Dreiecks-Umwandlung genau so wie in
Abschn. 2.9 besprochen fiir Wechselstrom, wir miissen nur iiberall wo R steht jetzt Z einsetzen.

Am Ende des Kapitels konnen Sie eine gegebene Wechselspannungsquelle mit komplexer Quellim-
pedanz in eine dquivalente Wechselstromquelle mit komplexem Innenleitwert umwandeln.

9.4 Lineare Zweipole mit unabhangigen Quellen

Wir fragen nun: kénnen wir genau so wie bei Gleichstrom jeden beliebigen linearen Zweipol durch
eine dquivalente Strom- bzw. Spannungsquelle ersetzen? Die Antwort ist natiirlich: ja, denn durch
den Ubergang zu komplexen Spannungen, Strémen und Impedanzen kénnen wir ja praktisch alles

eins zu eins iibertragen (Abschn. 2.10).

Betrachten wir wieder ein Beispiel:

TYIEIEz
11011 02 ' [ o 9011 lo2 [ [ o

Abb. 9.7: Beispiel zur Umwandlung in eine Ersatzquelle

Wir wandeln als erstes die Spannungsquelle in eine dquivalente Stromquelle um:

Abb. 9.8: Wie oben mit umgewandelter Spannungsquelle

Nun ersetzen wir die beiden Stromquellen durch eine einzige, ebenso die beiden Impedanzen.
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U

lg == |T

20 + .02 U

o E
Yol 41 _8
-'"3 5 715
z,=11_1=\1(__1_5
- 8
3°F

Abb. 9.9: Wie oben, nur zusammengefasst

Im allg. kann man immer die Quellimpedanz finden, wenn man alle Stromquellen offen l&sst
(Strom Null erzwingen) und alle Spannungsquellen kurzschlieft (Spannung Null erzwingen). Wei-
terhin kann man durch konventionelle Schaltungsanalyse den Kurzschlussstrom (Ausgang kurzge-
schlossen) oder die Leerlaufspannung (Ausgang offen) bestimmen.

So kann man zu jedem Zweipol immer die dquivalente Strom- bzw. Spannungsquelle bestimmen.

Auch hier heifst die Ersatzstromquelle in den USA ,Norton equivalent circuit* und die Ersatz-
spannungsquelle ,,Thevenin equivalent circuit.

Damit kann schliefslich jeder lineare Zweipol (R, L, C, gesteuerte Quellen und unabhéngige Quel-
len), durch die Angabe von Z,; bzw. Y; und durch die Angabe von der Leerlaufspannung U, oder
des Kurzschlussstroms I, vollstédndig beschrieben werden.

| Re(Z)&Im(zZ;) ™ Re(Y;) & Im(Y)
und bzw. und
o— Re(Up) & Im(Up) o— Re(lp) & Im(lp)
Z ;
- | Yi to

Abb. 9.10: Black-Box fiir einen beliebigen Zweipol






10 Energieiibertragung von der Quelle zum
Verbraucher

10.1 Optimierung des Wirkungsgrades

Wir wollen dhnlich wie in Kapitel 1.8 untersuchen, wie wir die Ubertragung von Energie von einer
Quelle zu einem Verbraucher optimieren kénnen. Hierbei muss wie damals genau definiert werden,
welche Grofe eigentlich optimiert werden soll. In diesem Kapitel soll als erstes der Wirkungsgrad
der Anordnung méglichst grofs sein.

—
e

Zi=Ry+ %

)

Abb. 10.1: Zusammenschaltung einer Quelle mit einer Lastimpedanz Z

Nach den Ausfiihrungen im letzten Kapitel kann jede lineare Quelle durch eine Thevenin-
Ersatzschaltung und jede lineare Last durch eine komplexe Lastimpedanz ausgedriickt werden
(Abb. 10.1). Der Wirkungsgrad ist genau wie in Kapitel 1.9 folgendermafen definiert:

Pr,

n= Wirkungsgrad, (10.1)
Pges

und bezieht sich damit nur auf die Wirkleistung in der Last bzw. im Gesamtsystem. Nach den
Ausfiihrungen in Abschn. 5.3, insbesondere nach Gl. 5.35 folgt

P I’ Ry 1
= = = } 10.2
K Pges 12(R1+RL) 1+& ( )
Ry,

Der Wirkungsgrad wird besonders grof, wenn R;/Ry klein wird, d. h. R; sollte klein sein
gegeniiber Ry . Dies ist genau das gleiche Ergebnis wie bei Gleichstrom.

10.2 Optimierung der Wirkleistung am Verbraucher/komplexe
Leistungsanpassung

Als néchstes soll geklart werden, wie Ry, und X, gew#hlt werden miissen, damit die Wirkleistung
an der Last besonders grofs wird.
Diese Wirkleistung wird folgendermafsen bestimmt;:

Ry,

P,=1> R, =U?- :
L Lm0 (R ¥ Rp)? + (X + X1)2

(10.3)

Die maximale Leistung wird wie in Kapitel 1.8 durch Differenzieren ermittelt, allerdings ha-
ben wir nun zwei ,Knopfe*, an denen wir drehen konnen: den Realteil und den Imaginarteil der
Lastimpedanz:
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P P
5L—0 und LL

—_— = =0. 10.4
ORp, 0X1, 0 (104)

Betrachten wir als erstes die Ableitung nach Ry:

htalEZA — (=1) - — -2 (R;
OR. U (N—i—RL (-1) e (R +RL)>

N = (Ri + Rp)*> + (X; + X1)?

o (Ri+Rp)?+(X;+X1)>—Rr-2-(R; +Rp)
=Uj - e

ey R? 4+ 2R;Ry, + R? + (X; + X1)?> — 2R;Ry, — 2R?
0 N2

R? — R} + (Xi + X1)?
N2
= R? - R? + (X; 4+ X1)?=0 (10.5)

=UZ-

Der zweite Teil aus Gleichung 10.4 ergibt:

ox, 0

(=R -2(X; + X))
N2

= X;+ X, =0 (10.6)

(Genau genommen muss man sich hier noch einmal davon iiberzeugen, dass es wirklich ein
Maximum ist.)

Die Losung fiir die optimale Wahl von Ry und X erhalten wir nun aus den Gleichungen 10.5
und 10.6

Sie lautet:

R;, = R;
X, =-X; oder Z;, =27 . (10.7)

Die in Abschn. 1.8 beschriebene Leistungsanpassung wird hier also ergénzt zur sog. ,konjugiert
komplexen Anpassung®. Wéhrend die ohmschen Anteile der Quell- und der Lastimpedanz also
weiterhin moglichst gleich grofé sein sollten, so miissen die Imaginérteile das umgekehrte Vorzeichen
haben. Hat eine Quelle einen induktiven Anteil, so sollte die Last einen gleichgrofsen kapazitiven
Anteil haben (und umgekehrt).

Die Abbildung 10.2 zeigt die Wirkleistung am Verbraucher Pj, als Funktion von Ry /R; und
X1/X;. Man erkennt ein ausgepriagtes Maximum bei dem Punkt (1, -1), also genau bei der kon-
jugiert komplexen Anpassung.



10.3. OPTIMIERUNG DER WIRKLEISTUNG UNTER RANDBEDINGUNGEN 155

R/R, 6

Abb. 10.2: Wirkleistung der Last als Funktion von Ry /R; und X./X;

10.3 Optimierung der Wirkleistung unter Randbedingungen

Die optimale Wirkleistungsanpassung ist immer die konjugiert komplexe Anpassung. Aber manch-
mal ist man nicht ganz frei in der Wahl der Lastimpedanz, und dann muss man mit der zweitbesten
Losung vorlieb nehmen.

Nehmen wir an, X; und X haben das gleiche Vorzeichen und wir konnen nichts daran dndern.
Z. B. konnte es passieren, dass Quelle und Last beide induktiv sind. Ein Blick in Abb. 10.3 zeigt,
dass wir zunéchst versuchen sollten, X, so klein wie moglich zu wahlen (blauer Pfeil in Abb.
10.3). Dann gibt es aber immer noch eine Moglichkeit, Pr, zu vergrofern: Wir konnen noch an Ry,
drehen, bis Pr, wirklich den bestmdglichen Wert erreicht (roter Pfeil in Abb. 10.3).

Der Weg zur Bestimmung des Optimums unter der vorgegebenen Randbedingung sieht so aus:
Wir schreiben R;, und X etwas um:

Ry = 12| cos(dui) , (10.8)

Xp=1Zp|- sin(¢ui) - (10.9)

Dann setzen wir in Gleichung 10.3 ein:

|Z1| - cos(dui)

PL=U3" 5 , 5 - (10.10)
(Ri +1Z 1] - cos(dui))” + (Xi + | 21| - sin(¢ui))
Nun differenzieren wir nach |Z;| und setzen die erste Ableitung gleich Null:
0Py,
5 = (10.11)
612y

Die Rechnung soll hier nicht im Einzelnen aufgeschrieben werden. Das Ergebnis lautet:

R} 4+ X? =Z;)? bzw. Z| =12, . (10.12)
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Hier sollten also die Absolutbetrige von Quell- und Lastimpedanz {ibereinstimmen. Die Kurve
mit |Z;| = |Z;| ist in Abbildung 10.3 als Kreis eingetragen, und man erkennt, wie tatsichlich die
,hochste Hohenlinie im Bild gefunden wird.

3

5 6
RU/R

[y
]
[\

W
.

Abb. 10.3: Wirkleistung als Funktion von Rz /R; und X /X; — Optimierung, wenn X; und X > 0

Zum gleichen Ergebnis kommen wir, wenn die duffere Randbedingung gelautet hétte:

¢ui = const (10.13)

d. h. das Problem ist derart gestellt, dass an der Last der Phasenwinkel zwischen Strom und
Spannung vorgegeben ist. Abbildung 10.4 zeigt das Ergebnis.

3]

04

T T
5 6

R/R;

(=2
-
N
w-
]

Abb. 10.4: Wirkleistung als Funktion von R /R; und X /X; — Optimierung, wenn ¢,; vorgegeben ist

10.4 Minimierung des Stromes auf der Leitung

Die in 10.2 gefundene konjugiert komplexe Anpassung fiihrt letztlich dazu, dass eine Induktivitit
(z. B. in der Quelle) und eine Kapazitdt (z. B. in der Last) in Reihe geschaltet werden. Damit
entsteht ein Serienschwingkreis. Wird dieser Schwingkreis mit einer Frequenz betrieben, die weit
von der Resonanz entfernt ist, entstehen keine besonderen Probleme. Wenn man das System aber
mit einer Frequenz betreibt, die innerhalb der Bandbreite liegt, dann kénnen grofte Stréme auf den
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Leitungen auftreten. Wenn dann noch Quelle und Last weit entfernt sind, treten grofe Verluste
auf der Leitung auf. Diese Leitungsverluste konnen minimiert werden, wenn man auf der Seite der
Last eine rein imaginidre Admittanz parallel schaltet, so dass die Blindleistung ,vor Ort*“ hin und
her pendeln kann und nicht mehr den Weg iiber die lange Leitung nehmen muss. Abbildung 10.5
zeigt, wie sich die richtige Wahl der imagindren Admittanz ergibt:

Y, =Gr+jBr, (10.14)
ZKomp =—jBr . (1015)
Z
) YL=CL+B B

Abb. 10.5: Blindleistungskompensation

Bei dieser Wahl sieht die Quelle nur noch die ohmsche Last G, und es wird keine Blindleistung
iiber die lange Leitung transportiert.

In diesem Kapitel haben Sie fiir Wechselstrom:
e die Optimierung des Wirkungsgrades,
e die Optimierung der Wirkleistung an der Last (konjugiert komplexe Anpassung Z; = Z7),

e die Optimierung der Wirkleistung unter Randbedingungen (z. B. |Z;| = |Z;|) und

e die Blindleistungskompensation (Y g, = —jBL) kennengelernt.







11 Vierpole — Zweitore

11.1 Definition von Vierpol und Zweitor

Der allgemeine lineare Vierpol ist eine beliebige elektronische Schaltung mit linearen Bauelemen-
ten, die durch 4 Klemmen von auffen betrachtet wird.

I I,
o—>— R, L, C, —<—0
U, l gesteuerte Quellen l Us
unabhangige Quellen
2 4

Abb. 11.1: Allgemeiner linearer Vierpol

Ein lineares Zweitor ist ein besonderer linearer Vierpol, bei dem gilt:

I, =1 und Iy, =1,, (11.1)

d. h. linksseitig geht der gleiche Strom in den Vierpol herein, wie auch wieder herauskommt,
und das gleiche gilt auch fiir die rechte Seite.

b [
O—p— |—e—o0
R, L,C
U l ’ ) ) l L_Jz
= gesteuerte Quellen
o—— —»—o0
P 1

Abb. 11.2: Lineares Zweitor

Ob ein Vierpol als Zweitor behandelt werden darf oder nicht, richtet sich nicht nur nach seinem
inneren Aufbau, sondern insbesondere auch nach seiner dufseren Beschaltung.
Beispielsweise kann eine dufsere Leitung um den Vierpol herum dazu fiithren, dass die Bedingung

I, =I5 und I, = I, nicht eingehalten ist.

4
Yo l( ; ; Vierpol | |§|_
0 —o

Equer

[—
L —

Abb. 11.3: AuRere Beschaltung eines Vierpols, die im Allgemeinen dazu fiihrt, dass die Bedingung I, =1;und

I, = I, nicht eingehalten wird.

Alles, was in diesem Kapitel besprochen wird, bezieht sich auf lineare Zweitore (d. h. I; = I3 und
I, = 1,), auch wenn meistens der Oberbegriff ,Vierpol“ gewahlt wird.
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Die Theorie solcher Vierpole ist ein sehr méchtiges Werkzeug zur Analyse und zur Planung
von elektrischen Schaltungen. Abbildung 11.4 zeigt ein paar Beispiele um anzudeuten, wie viele
Objekte der Schaltungstechnik sich als Vierpol beschreiben lassen.

RN

RC-Hochpass Transformator
(e, Q o
nichtinvertierender Transistor in
Verstarker Emitterschaltung

Abb. 11.4: Beispiele fiir Vierpole

Abbildung 11.2 zeigt, dass an einem linearen Zweitor vier Gréfsen an den Klemmen gemessen
werden konnen:

U U, I, Iy

Da wir uns auf lineare Zweitore beschrianken, konnen jeweils zwei dieser Grofen vorgegeben
werden, und die beiden anderen sind dann linear abhéngig. Das bedeutet, dass sich die beiden
abhéngigen Grofen durch eine Matrix aus den unabhéngigen Grofsen bestimmen lassen. Je nach
Auswahl der abhéngigen und unabhéngigen Grofen ergeben sich unterschiedliche Matrizen, deren
wichtigste Vertreter hier zusammengefasst sind:

U1:| [Zu Z12] [11] )
= Impedanzmatrix 11.2
[% Zy Zn) |L (11.2)
11] [Yll le] _Ul] . .

= Admittanzmatrix 11.3
h Yo Yo U (1L3)
U1:| [An A [U2 ] .

= Kettenmatrix 11.4
|:I1 AQI AQZ_ _l2 ( )

Diese Matrizen und ihre Bedeutung sollen in den folgenden Kapiteln genau besprochen werden.

Wichtig fiir das Verstédndnis scheint mir noch, dass wir das Verhalten des Vierpols bei jeder
moglichen Beschaltung von rechts und von links beschreiben und verstehen wollen. Jedes mogliche
lineare Netz, welches eingangsseitig oder ausgangsseitig angeschlossen wird, ldsst sich im Prinzip
durch eine Zweipol-FErsatzschaltung ausdriicken, z. B. durch die Thevenin-Ersatzschaltung.

Uo1 Uy l Vierpol l Up Upo

Abb. 11.5: Beschaltung des Vierpols durch Thevenin-Ersatzsschaltungen
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11.2 Die Impedanz-Matrix

Die Impedanzmatrix ist durch folgende Gleichungen definiert:

Uy =211, + Z51, b |:U1:| _ [Zn 212} [—71} (11.5)
Ug =2l + Zyl, ’ U, Loy Zg| |1

Aus den Gleichungen kénnen wir die Messvorschrift ableiten, mit der wir von einer gegebenen
,black box* mit zwei Klemmenpaaren die Impedanzmatrix bestimmen koénnen:

U

Zy = ?—1 Eingangs-Leerlaufimpedanz (11.6)
44 I
Us

Loy = T Ausgangs-Leerlaufimpedanz (11.7)
22| o
U, . ,

Zoy = T Leerlauf-Kernimpedanz vorwérts (11.8)
17 =
U, . o

Ly = T Leerlauf-Kernimpedanz riickwérts (11.9)
'3

L

Z 1, ist damit die Eingangsimpedanz des Vierpols fiir den Fall, dass der Ausgang offen gelassen
wird. Fiir Zyy schauen wir ,von riickwarts® in den Vierpol und messen die Impedanz bei offen
gelassenem Eingang.

Die Kernimpedanzen sind etwas merkwiirdige Groften: hier teilen wir eine Spannung am Aus-
gang U, durch einen Strom am Eingang I; (bzw. umgekehrt).

Wir wollen die Impedanz-Matrix fiir ein wichtiges Beispiel explizit bestimmen: die sog. T-
Schaltung.

21 2

Us | Z, je

0

Abb. 11.6: T-Schaltung und Impedanzmatrix

Zur Bestimmung von Z;; betrachten wir die Eingangsimpedanz bei offenem Ausgang. Sie ist
Z, + Z5. Umgekehrt betréigt die Impedanz von riickwérts bei offenem Eingang Z, 4+ Z5. Fiir die
Kernimpedanz Z,,; soll I, Null sein, daher fallt keine Spannung iiber Z5 ab. U, ist damit identisch
mit dem Spannungsabfall iiber Z3. Durch Z; flieft aber der Strom I;. Damit ist Zy; = U,/I; =
Z5. Fiir die Bestimmung von Z;, stellen wir die gleichen Uberlegungen von ,riickwérts“ an und
erhalten Z,9 = Z5. Wir sehen, dass hier Z,5 = Z,;.

Einen Vierpol mit dieser Eigenschaft nennen wir kopplungssymmetrisch.

Zig =2y & kopplungssymmetrisch (11.10)

Nun wissen wir, wie wir von einer gegebenen Schaltung zur Impedanzmatrix kommen. Gibt es
auch den umgekehrten Weg von einer Impedanzmatrix zu einer Schaltung? Im Prinzip ja, aber
wir beschrénken uns hier auf Fille, bei denen folgende Bedingungen erfiillt sind:
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a) Eingang und Ausgang beziehen sich auf das gleiche Potential

b) Die Impedanzmatrix ist kopplungssymmetrisch
Dann gilt offensichtlich:

Z41-Z42 Zyo-Z1

o - o

Abb. 11.7: Von der Matrix zur T-Schaltung

Betrachten wir zur Ubung noch drei einfache Beispiele:

Zq Z, Z
- Z| = £Q Q]
2= 72 7
o/ 0 Z O
Z4 Z [Z] = i 01 22]
O 0
o——F}—o o oo
2] =% %]
Q)

Abb. 11.8: Beispiele zur Bestimmung der Impedanzmatrix

Das unterste Beispiel von Abb. 11.8 zeigt, dass die Impedanzmatrix nicht immer bestimmt
werden kann. Wenn z. B. zur Berechnung von Z;; gefordert wird I, = 0, so ist hier automatisch
auch I; = 0 und wir werden aufgefordert durch Null zu teilen, was bekanntlich nicht gut geht.

In allen Beispielen mit passiven Vierpolen ist die Impedanzmatrix kopplungssymmetrisch. Be-
trachten wir ein Beispiel mit einer gesteuerten Quelle:

Zz b

s — [+
T P

U=y

Abb. 11.9: Beispiel fiir eine Impedanzmatrix eines Vierpols mit gesteuerten Quellen

Die Bestimmung von Z,;, Zo, und Z, ist trivial. Fiir Z,5; beachten wir, dass /o, Null sein soll,
d. h. iiber Z, fallt keine Spannung ab.
Damit ist

Uy =Up =al; (11.11)

woraus sofort folgt:
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Uy

I
IS 1,=0

= a (11.12)

Diese Impedanzmatrix ist nicht kopplungssymmetrisch.

In diesem Kapitel haben Sie die Impedanz-Matrix [Z] kennengelernt. Sie konnen die Koeffizienten
der Matrix aus einer gegebenen Schaltung bestimmen. Sie wissen, dass ,kopplungssymmetrisch
bedeutet Z,5 = Z5;.

11.3 Die Admittanz-Matrix

Hier lauten die Definitionsgleichungen:
I, =Y, Uy +Y,,U, baw. [?} _ [Yll Y12:| [U1] (11.13)
ED)

Iy, =YU; + YU, Y Yol U

4

In volliger Analogie zur Impedanzmatrix erhalten wir folgende , Messvorschriften‘:

I

Y, = &—1 Eingangs-Kurzschlussadmittanz (11.14)
1 QQZ
1, .

Yoo = 0. Ausgangs-Kurzschlussadmittanz (11.15)
Uog U=
1, . ,

Yo = Kurzschluss-Kernadmittanz vorwérts (11.16)
U, U=
1 . o

Y, = 0. Kurzschluss-Kernadmittanz riickwérts (11.17)
Yo

Q1:0

Damit ist Y;; die Admittanz am Eingang, wenn der Ausgang kurzgeschlossen ist usw.
Das klassische Beispiel ist hier die sog. m-Schaltung:

Yo

Y+ Y, -Y,
Yy Y3 - [X] N -Y, Y,+Y,

(o, O

Abb. 11.10: 7w-Schaltung und Admittanzmatrix

Die Eingangsadmittanz bei kurzgeschlossenem Ausgang ist die einfache Parallelschaltung aus
Y, und Y,. Entsprechend finden wir auch Y .

Fiir die Kernadmittanzen bei kurzgeschlossener gegeniiberliegender Seite betrachten wir folgen-
de Darstellung:
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<
LJ_

Iy

I<

!1‘
o/

Abb. 11.11: Messung von Y,

Offenbar gilt:

= Y, =-Y, (11.18)

Diese Admittanzmatrix ist kopplungssymmetrisch beziiglich [Y] (wir werden im Abschn. 11.5
sehen, dass alle Vierpole, die kopplungssymmetrisch in [Y] sind, auch kopplungssymmetrisch in
[Z] sind und umgekehrt, daher brauchen wir nur einen Begriff zur Beschreibung einzufiihren.)

Auch hier wollen wir wissen, ob wir von einer gegebenen Matrix zu einer passenden Schaltung
kommen koénnen, und auch hier wollen wir uns beschrinken auf den Fall, wo gilt:

a) Eingang und Ausgang beziehen sich auf das selbe Potential

b) Die Admittanzmatrix ist kopplungssymmetrisch.

Dann gilt:
-Yi2=-Yp4
Y14 +Yq2 Y22 + Y12
(o, \ 4 4 O

Abb. 11.12: Von der Matrix zur m-Schaltung

Das letzte Beispiel aus Abb. 11.8 fiihrt hier zu einer wohldefinierten Admittanz-Matrix, dafiir
macht aber das erste Beispiel aus Abb. 11.8 Schwierigkeiten.

—{ 31—
Y
o—0
I

Y, -Y,
Y, Yy
-OO (0. ¢]

o0 O

Abb. 11.13: Beispiele zur Bestimmung der Admittanzmatrix

Das Ganze sollte uns aber irgendwie bekannt vorkommen: Der Widerstand eines Kurzschlusses
ist wohldefiniert, ndmlich Null, aber der Leitwert ist unendlich. Umgekehrt ist der Leitwert einer
Unterbrechung wohldefiniert, ndmlich Null, aber der Widerstand ist unendlich. Genauso gibt es
auch hier Objekte, fiir die die Impedanzmatrix eine geeignete Beschreibung ist, aber nicht die

Admittanzmatrix und umgekehrt.

Betrachten wir auch hier noch ein Beispiel mit einer gesteuerten Quelle:
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W= vty v
B —(Y, + kYY) Y, +Y,

Abb. 11.14: Beispiel fiir eine Admittanzmatrix eines Vierpols mit einer gesteuerten Quelle
Hier sind Y7, Y5, und Y, leicht zu bestimmen. Y5, ist etwas komplizierter:
LYy K I

“

o

Y,

Abb. 11.15: Bestimmung von Y,; aus Abb. 11.14

Die Knotengleichung fiir den markierten Knoten K lautet:

Xl'gl'i_k'XQ'Ql'f‘lQ:O
=L, =—(Y,+k-Yy) U (11.19)

Damit ist der in Abb. 11.14 eingetragene Wert begriindet. Diese [Y]-Matrix ist nicht kopplungs-
symmetrisch.

In diesem Kapitel haben Sie die Admittanzmatrix [Y] kennengelernt. Sie konnen die Koeffizienten
der Matrix aus einer gegebenen Schaltung bestimmen.

11.4 Kettenmatrix, Reihen-Parallel-Matrix und
Parallel-Reihen-Matrix

Bisher haben wir fiir die eine Seite der Matrixgleichung zwei Grofen mit der gleichen Einheit,
z. B. zwei Stréme oder zwei Spannungen ausgewahlt. Damit hatten auch alle Koeffizienten der

1
Matrix die gleiche Einheit (z. B. Q oder 6)

Bei der Kettenmatrix sortieren wir nach Eingangsgrofen und Ausgangsgrofien:

Q1 = Angz - A1212 [Ul]

_|An Al (U
Iy = AUy — Aply bzw. I [ (11.20)

N A21 A22 _12

Aus einem ganz bestimmten Grund, der bei der Kettenschaltung von Vierpolen deutlich werden
wird, haben wir (genauso wie der Rest der Welt) vor dem I, ein Minuszeichen hereingezaubert.
Man kann natiirlich definieren, was einem geféllt, und wir werden sehen, warum uns das Minus
geféllt (Abschnitt 11.7).

Das Ordnungsprinzip ,alle Eingangsgrofien auf eine Seite” fiihrt automatisch dazu, dass nun
nicht alle Koeffizienten der Kettenmatrix die gleiche Einheit haben:
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U
A= 5—1 Leerlauf-Spannungsiibersetzung (Einheit: 1) (11.21)
Uo =
1 . C
Ay = A Kurzschluss-Stromiibersetzung (Einheit: 1) (11.22)
L2
QQZO
U, N
Ay = A namenlos, Einheit 2 (11.23)
Lo
Uy
1, o1
Ay = 0. namenlos, Einheit ) (11.24)
L20; o

Die Namen von A;; und A,, zeigen unmittelbar ihre Bedeutung.

Zu Beginn von Kap. 11 hief es, wir konnen aus den Grofen: U;, Uy, I, I, irgendwelche zwei
Grofen auswédhlen und als ,abhéngig® betrachten. Bei diesem Spiel haben wir noch nicht alle
Permutationen durch. Es gibt noch folgende zwei Matrizen:

Ul] [Hn Hu} |:Il:|
- 11.25
{12 Hy Hy) |Us (11.25)
Reihen-Parallel-Matrix
Il:| |:P11 P12:| |:U1:|
— 11.26
{Ug Py Po| | Iy (11.26)

Parallel-Reihen-Matrix

Die H-Matrix spielt bei der Beschreibung von Transistoren eine wichtige Rolle (Hybriddar-
stellung). Ein Transistor ist kein lineares Bauelement und gehort daher eigentlich nicht in die-
ses Skript. Aber man kann die Kennlinien um einen Arbeitspunkt herum linearisieren (Taylor-
Entwicklung und Abbruch nach dem linearen Term). Meint man solche ,Kleinsignalparameter*
geht man iiblicherweise zu kleinen Buchstaben iiber.

AU, | _ |k hya| [AL
[Mz] B [h21 hos| |AU, (11.27)

Beispielsweise bedeuten fiir den Transistor als Kleinsignalverstarker in Emitterschaltung

ou
hy = TBE differentieller Eingangswiderstand (11.28)
=B QCE:const
oI
hoyy = 5}—0 Stromverstérkung (11.29)
=B QCE:const
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Abb. 11.16: Transistor als Kleinsignalverstéirker in Emitterschaltung

Am Ende diese Kapitels kennen Sie die Kettenmatrix [A], die Reihen-Parallel-|[H] und die Parallel-
Reihen-Matrix [P].

11.5 Umrechnung der Vierpol-Matrizen

Jede der genannten Vierpol-Matrizen charakterisiert den gegebenen Vierpol vollstandig. Daher
muss es moglich sein, von einer Matrix-Darstellung in eine andere umzurechnen.

Betrachten wir hierzu folgende kleine Rechnung mit Matrizen und Vektoren.

AR A VAR VAR (11.30)

AR VARV (11.31)

wobei [1] die Einheits-Matrix ist.
Damit gilt dann

—

1]

217U =
=27 (11.32)

Y

—

Wir kénnen also von der Impedanz-Matrix zur Admittanz-Matrix kommen, indem wir die Inver-
se zu [Z] bestimmen. Die Matrizen verhalten sich also ganz dhnlich wie Impedanz und Admittanz
eines Zweipols. Nach dem gleichen Muster kdnnen alle Vierpol-Matrizen in alle anderen umgeformt
werden. Abbildung 11.17 zeigt das Ergebnis.
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i XQQ X12 _det ﬂ ﬂlz L _Q @ det A
g | detY det Y | | Hyy Hy| _ | Py Py | _ |Ay Ay
- Yo Yy Hy 1 Py det P 1 Ay
[ detY detY | Hyy Hy Py Py Ay Ay
[ 2o AP 1 Hy det P Py Agy det A
v det Z det Z Hy Hy | | Po Py _ Ajp Ay
- Zyn  Zn Hy det H Py 1 L Ay
det Z  det Z LHy  Hy Py Py Ay Ay
Wtz Zo] [ Yol [ Pa Pul] [An did
o | 422 Zn|_ (Y Yu| _ | detP  detP| | Ay Ay
N T Yy detY Py Py 1 Ay
L Zyo  Zy ] RETRD ST | det P det P Ay Ay
_i _Z12_ det Y é_ i EQQ _ EIQ g _det A_
p_|4n  Zu|_| Y Yy |dtHd det H| | Ay Ay
T | Zn det Z Yy 1 _ Hy Hy, 1 Ap
PATEEPATEN | Yoo Yoo | det H det H Ay Ay
2y deZ) [ Y 1] [dlH Hy] [ P
A— Zy  Zn | _ Yo Yol _ Hy, Hy | _ [P Py
7 i ZQZ _detY _é EQQ _ 1 é det P
[ Zo1 Zoy | Yo Yo Hy, Hy, Py Py |

Abb. 11.17: Umrechnung von Vierpol-Matrizen

Ein paar interessante Dinge kann man aus Abb. 11.17 ablesen. Z. B. sieht man, dass folgende
drei Aussagen dquivalent sind:

Zyy=2y & Y=Yy <& det[d]=1 (11.33)

Damit ist nachtraglich bewiesen, dass alle Vierpole, die beziiglich [Z] kopplungssymmetrisch
sind, auch beziiglich [Y] kopplungssymmetrisch sind.
Auch folgende Aussagen sind dquivalent:

le = ZQQ 4 le = XQQ = All = AQQ Widerstandssymmetrisch (1134)

Vierpol-Matrizen mit dieser Eigenschaft nennt man widerstandssymmetrisch.

Schlieflich sehen wir, dass wir aus einer gegebenen [Z]-Matrix nur dann die passende [Y]-Matrix
bestimmen konnen, wenn det[Z] # 0. Genau diese Bedingung ist im untersten Beispiel von Abb.
11.8 verletzt.

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, wie man Vierpolmatrizen ineinander umrechnen kann. Sie
konnen die Umrechnungstabelle aus Abb. 11.17 richtig benutzen.

11.6 Das Reziprozitatstheorem

Bei den Beispielen zur Bestimmung der Impedanz- und Admittanz-Matrix war uns aufgefallen,
dass alle Impedanz- und Admittanz-Matrizen von passiven Vierpolen (enthalten keine Quellen)
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kopplungssymmetrisch waren (Z,5 = Zo; bzw. Y 5 = Y,).
Diese Beobachtung kann als allgemeingiiltiger Satz formuliert werden, der nun bewiesen werden
soll. Betrachten wir die Anordnungen zur Bestimmung von Z;, und Z,,.
ly b=o l=o0 I

IqTez'—é 5'——?)_;; E—g:——'é >_E‘)T'q

Abb. 11.18: Anordnungen zur Messung von Z,, und Z,,;

Wir schliefien zunédchst eine Stromquelle I, an den Eingang an, messen hochohmig die Spannung
U, am Ausgang und teilen dann Uy /I, = Z.

Dann schlieffen wir die Stromquelle Iq an den Ausgang an, messen hochohmig die Spannung U,
am Eingang und teilen U, /I, = Z5.

Die Behauptung ist, dass in beiden Féllen die gleiche Zahl herauskommt, d. h. ich kann Quelle
und Messgerit einfach vertauschen — daher der Begriff | Reziprozitatstheorem®.

Der Beweis geht nun so:

Wir stellen fiir das passive Netz im Inneren der ,black box“ die Leitwertmatrix aus dem Kno-
tenpunktpotentialverfahren auf (Abschn. 2.4, Gl. 2.45), wobei wir dem Knoten, in den I; flieft,
die Nummer 1 und dem Knoten, in den I, flieft, die Nummer 2 geben. Diese Leitwertmatrizen
miissen identisch sein, da das gleiche Netz zugrunde liegt. Nur die einzige im System vorhandene
Stromquelle I, liegt im Fall (a) aus Abb. 11.18 an Knoten 1 und im Fall (b) an Knoten 2:

o 3 o
G G Gig - Yy 61 Gy G Gig - Yy I
(a) Gy Gy Gz .| |Y2 o (b) Goy Gy Gog .| | V2 B Bq (11.35)
Y 1Gs Gy Gaz | | 1] 7|, Gy Gao Gz | | 2| | '
o) ; : : o)
Die gesuchten Grofien lauten dann:
v, v
Ly =75 Zig =7
1 1

Mit den beiden Gleichungssystemen miissen wir also V, und V; bestimmen.
Zur Losung nehmen wir die Cramersche Regel (Gl. 2.76 und Gl. 2.77)

Gy I, Gis
D _ Gy 0 Gy
Vy= 52 mit Dy = det Gy 0 Gy

0 QlZ Ql?)
- D, , I, Gy Go ..
V, = 3 mit Dy = det 0 Q32 Q33 o (11-36)

Die Determinante der Leitwertmatrix D ist in beiden Féllen identisch. Aus der linearen Algebra
ist der Entwicklungssatz von Laplace zur Bestimmung von Determinanten bekannt:
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n . .

det A = Z(—l)”]azj det A;j (Entwicklung nach der i-ten Zeile) (11.37)
J=1
n . .

det A = Z(fl)zﬂaij det Ajj (Entwicklung nach der j-ten Spalte) (11.38)
i=1

Wobei A;; aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte hervorgeht:
all aij ... Q1p
Aij = a1 ... Qg Qin (11.39)

Gpl ... Qnj QApn

Den Satz konnen wir relativ leicht anwenden, da die Koeffizienten a;; in der Summe von Gl

11.39 im Falle unserer Determinanten alle Null sind bis auf einen:

en o G- Goy Gy
Gy 0 Goz .. -
Dy = det Gy 0 Ga3 ...| = 1, -det Q.Sl Qf’)B o (11.40)

0 Q12 Q13 cee G12 G13
L, Gy Gog ... ~ o
Dy = det Oq Gay Gy ... |~ 1, -det Qp Q33 e (11.41)

Nun gilt aber fiir die Leitwertmatrix grundsétzlich, dass G;; = Gjj;, da die Leitwerte zwischen
den Knoten i und j die selben sind wie zwischen Knoten j und i. Aufserdem ist die Determinante von
zwei Matrizen, bei denen nur Zeilen und Spalten vertauscht sind, gleich grof (bis auf’s Vorzeichen).

Damit gilt:
Gy Gyy ... Gy Gis
det | Ga1 G det | G2 G
Vv Dy 5 5 \% Dy : :
Zo=T =p.p = D In=T =p.[ - D
4q £q Lq 4q
= Ziy = Zn (11.42)

Damit ist das Reziprozitétstheorem fiir lineare passive Vierpole bewiesen.
(Genau genommen miissen wir beachten, dass auch die ,unteren* Klemmen in Abb. 11.18 an

einem Knoten enden, der mit einer Stromquelle I, verbunden ist. Aukerdem sind die Spannungen
U, und U, die Differenz zweier Knotenpotentiale. Wenn man alles dies berticksichtigt, werden die

Matrixgleichungen etwas langer, aber das Prinzip des Beweises bleibt das gleiche).

Am Ende dieses Kapitels kennen Sie das Reziprozitéitstheorem: Bei linearen passiven Vierpolen
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11.7 Reihenschaltung, Parallelschaltung und Kettenschaltung

Aus mehreren Vierpolen kann man Objekte basteln, die nach aufen wiederum wie ein Vierpol
aussehen. Hier soll gezeigt werden, wie die Vierpolparameter des gesamten Objektes aus den
Vierpolparametern seiner Komponenten abgeleitet werden kénnen.

Beginnen wir mit der sogenannte Reihenschaltung;:

o 1,® R I
O—>—p— <0
Uiy 2(@) § U@

Uy U
l NG SS| e
I 12

ool 2 [l

o—o )

Abb. 11.19: Reihenschaltung aus zwei Vierpolen

Wichtig ist natiirlich, dass keine Ringstréme in der Mitte auftreten kénnen, da sonst die Bedin-
gung I ga) =1 gb) nicht erfiillt ist. Dies muss immer im Einzelnen nachgepriift werden, sonst darf
man die hier abgeleiteten Formeln nicht benutzen. Die Reihe kann nach unten beliebig fortgesetzt

werden (Z(©), Z(® usw.) — das dndert am Prinzip nichts.

Es gilt offensichtlich:

L) [ [
I, | - _lga) - [gb)
v,] [l +u? oy ol
U, o+ o] (o] ol
(a) (5)7
I I
=[z9) [ |+ [20] |
2] 2 2] 0]
I
- (a) (b) =
iz + 1z} |7
= [29%] = [2] + [2®] (11.43)

Die Gesamt-Impedanzmatrix ist also bei der Reihenschaltung die Summe der einzelnen Im-
pedanzmatrizen — daher war es nahe liegend, diese Zusammenschaltung ,Reihenschaltung® zu
nennen. Betrachten wir als néchstes die sog. Parallelschaltung.
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y(®) /

Abb. 11.20: Parallelschaltung aus zwei Vierpolen

Auch hier muss sichergestellt werden, dass keine Ringstrome auftreten konnen. Dann gilt, wie
man leicht mit den gleichen Verfahren wie oben zeigen kann:

[yoes) = [ ] + [] (11.44)

Besonders interessant wird es bei der sogenannte Kettenschaltung:
1,® 1,

wJ T oa@ [T | a® JUJ

Abb. 11.21: Kettenschaltung aus zwei Vierpolen

Zur Berechnung der Ersatz-Vierpol-Parameter gehen wir folgendermafen vor.

(a) (a) (b)
Uil _ |t — [4@)]. Uz _ [40)]. U
L [ 5 g
'U(b)
—[A4@].74®7. [ 2
ERREUR vt
L =2
— [A@] . [4®)]. U
L2
= [A%] = [A@] - [A®] (11.45)

Die Kettenmatrix der gesamten Schaltung ist das Matrix-Produkt der beiden einzelnen Ket-
tenmatrizen. Dies ist ein interessantes Ergebnis. Wir sehen nun auch, warum bei der Definition
der Kettenmatrix das Minuszeichen vor das I, gesetzt wurde (Abschnitt 11.4): Nur so kann auf
einfache Weise der Ausgangsstrom des ersten Vierpols in den Eingangsstrom des zweiten Vierpols
umgewandelt werden.

Der Vollstandigkeit halber sollen noch zwei weitere Moglichkeiten zur Zusammenschaltung zwei-
er Vierpole gezeigt werden:
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H(a)

(7] = [H] + (2]

HE®)

Abb. 11.22: Reihen-Parallelschaltung

p(a)

(2] = [P] + [P]

1o
G

Abb. 11.23: Parallel-Reihenschaltung

Diese Abbildungen erkliren auch, warum die Vierpol-Matrizen [H] und [P] die oben genannten

Namen bekommen haben.
Zum Schluss sei noch ein Beispiel genannt, in dem die ,gefiirchteten* Kreisstrome auftreten

kénnen, so dass die hier angegebenen Formeln nicht angewendet werden koénnen:

Abb. 11.24: Beispiel, in dem Kreisstréme auftreten konnen [Y9°] # [Y] + [Y]

In diesem Kapitel haben Sie die Reihenschaltung, Parallelschaltung und Kettenschaltung von
Vierpolen kennengelernt. Sie kénnen aus den einzelnen Vierpolmatrizen die Gesamt-Matrix kon-

struieren.

11.8 Impedanztransformation

Wir wollen in diesem Kapitel den Ausgang des Vierpols nur ganz einfach mit einem passiven

Zweipol, also einer Impedanz abschliefien:

14 12
o—p—
w = (A ||;

Abb. 11.25: Impedanztransformation
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Nun wollen wir untersuchen, welche Eingangs-Impedanz W zu einem bestimmen Z gehort. Es
gilt:

Uy =ApUs + Ap(—1)

I, = Ay Uy + Ap(—1)
In der letzten Gleichung ist das Minuszeichen zu beachten, da wegen der Konvention, die Pfeil-
richtung von I, in den Vierpol hinein zu wéhlen, nun iiber der Last Z die Zahlpfeile von Strom

und Spannung in die entgegengesetzte Richtung zeigen.
Damit folgt:

Uy _ o Anly + Ajp(—1y)
I 7 AnUs + Ap(—1)
_ —AnZly + Ap(=1)

—Apn ZI, + Agy(—15)
AnZ+ A,
Ao Z + Ay

W= (11.47)
Mit dieser Gleichung kénnen wir zu jedem beliebigen Z zusammen mit den Vierpolparametern
die Eingangsimpedanz W bestimmen. Es handelt sich um eine Funktion, bei der die komplexe

1
Ebene Z auf die komplexe Ebene W abgebildet wird, &hnlich wie bei der Funktion Y = 7 in

Abschn. 7.2, Abb. 7.8. N

Funktionen von dem Typ in Gl. 11.47 heifsen in der Mathematik lineare komplexe Abbildungen.
Sie spielen dort eine groffe Rolle. Beispielsweise konnen die Mathematiker nachweisen, dass fiir
lineare komplexe Abbildungen die sogenannte Kreisverwandtschaft gilt: aus Kreisen oder Geraden
in der Z-Ebene werden immer Kreise oder Geraden in der W-Ebene.

Im(2) z Im(W) w

W= AnZ + A m
‘ > Re(2) T AnZ+ Ay ‘ U > Re(W)

Will man in der Schaltungssynthese eine Impedanz mit einer ganz bestimmten Ortskurve (also
einem ganz bestimmten Frequenzgang) haben, so braucht man nur die lineare komplexe Abbil-
dung zu suchen, die uns die Ortskurve eines einfachen Bauelements auf die gewiinschte Ortskurve
abbildet. Dann kann man aus den A-Parametern z. B. iiber die Z-Parameter und die T-Schaltung
einen geeigneten Vierpol konstruieren.

Abb. 11.26: Lineare komplexe Abbildung und Kreisverwandtschaft

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, dass eine lineare komplexe Abbildung eine Impedanz am
Ausgang in die Impedanz am Eingang eines Vierpols transformiert.

11.9 Wellenwiderstand

Wir definieren zu einem gegebenen Vierpol ein Pérchen von Impedanzen Zy; und Wy, mit fol-
genden Eigenschaften:
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o— | AR
Wy = ]EW Vl’wl: & 2w
o— | A

Abb. 11.27: Anordnungen zur Definition Z,, und W,

Wenn ich Zy, an den Ausgang lege, sehe ich Wy, am Eingang, und wenn ich Wy, an den
Eingang lege, sehe ich Zy;; am Ausgang. Fiir einen gegebenen Vierpol kénnen die Gréfsen Zy;, und
Wy bestimmt werden, sie sind damit charakteristische Gréfsen meines Vierpols. Hierzu nehmen
wir die GI. 11.47.

A Z A
Wy, = Suew T 212 (11.48)
Ag1 Zyy + Ay
und tibersetzen sie noch auf den Ausgang:
_ dplWw * 41 (11.49)

7z o -
W AWy + 4y,
Damit haben wir 2 Gleichungen fiir die 2 Unbekannten Zy;, und Wy,;,. Die Losung lautet:

A Ay AgpAgy
— T, = | =22=12 11.
Ww Ag Agy =W A An (11.50)

Wir erkennen, dass immer dann, wenn wir es mit einem widerstandssymmetrischen Vierpol zu
tun haben, die beiden Impedanzen Zy;, und Wy, gleichgrof sind:

Zyw=2y & Y=Yy & A=4n & Zy=Wy (11.51)

Wir nennen diese Impedanz Zy, = Wy ,.Wellenwiderstand®.
Nun schalten wir ganz viele identische widerstandssymmetrische Vierpole zu einer langen Kette
hintereinander:

Zy = A A A A :| Zy

o— — | -

Abb. 11.28: Lange Kette aus identischen Vierpolen

Welche Impedanz sehen wir am Eingang, wenn wir das Ende mit Zy;, abschliefen? Natiirlich
Zy, ganz egal wie lang die Kette ist! Denn wenn wir z. B. ganz rechts anfangen, so ist die
Eingangsimpedanz des letzten Vierpols natiirlich Zy;,. Damit ist auch die Ausgangsimpedanz des
vorletzten Vierpols Zy, usw., usw.

Was bei der ganzen Geschichte herausgekommen ist, ist das Modell eines Kabels, z. B. eines
5092- oder 75Q2-Koaxialkabels.

Ein Stiick von solch einem Koaxialkabel (z. B. 10 cm) lésst sich durch folgenden Vierpol be-
schreiben:

AL AR AL

AG AC IAC
1 R

Abb. 11.29: Vierpol-Modell eines Stiicks Koaxialkabel, links mit Verlusten, rechts ohne Verluste

[,
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Die A-Matrix kénnen wir auf verschiedenen Wegen erhalten. Einer wére z. B., dass wir die
A-Matrix des parallelgeschalteten Kondensators und die A-Matrix der in Reihe geschalteten In-
duktivitat bestimmen und dann beide Matrizen miteinander multiplizieren:

AL
| 1 0]t jwAL] [ 1 JwAL
AC JwAC 1] (0 1 | [JwAC 1—-w?ALAC

Abb. 11.30: A-Matrix von einem Kabelstiick

Ist das Kabelstiick ausreichend kurz und w << wg dann kénnen wir w? - AL - AC gegeniiber
der 1 vernachléssigen:

[4] = L.MIAC jwfﬂ (11.52)

Mit dieser Naherung ist der Vierpol widerstandssymmetrisch.
Der Wellenwiderstand kann nach Gl. 11.50 sofort bestimmt werden:

Ww=|—7—"F7"= 11.53
- \/A21A22 JwAC -1 ( )

Bei einem 50€2-Kabel hat der Hersteller es geschafft, durch die Wahl der Kabelgeometrie und
des Dielektrikums zu erreichen, dass

AL
=2~ 500 11.54
Ao =0 (11.54)

Wenn dieses Kabel am Ende mit 502 abgeschlossen wird, so sieht es auch am Eingang wie
ein 50€-Widerstand aus, ganz egal wie lang das Kabel ist. Nur wenn w — wq geht, stimmt die
Niherung w?ALAC << 1 nicht mehr bzw. die Werte von AL und AC' ,Jaufen weg”. Aber davon
abgesehen betrégt die Eingangsimpedanz iiber einen weiten Frequenzbereich 50¢2.

Nur wenn die Leitung am Ende mit 500 abgeschlossen wird, stimmt die ganze Geschichte. An-
dernfalls kann es zu unerwiinschten Reflexionen von Signalen kommen.

In diesem Kapitel haben Sie das Vierpol-Modell von einem Leiterstiick kennengelernt. Sie wissen,
was der Wellenwiderstand eines Vierpols ist und welche Bedeutung er in der Theorie von Leitungen
hat.




12 Ortskurven von U, /U,

12.1 Filter erster Ordnung

Der Parameter A;; aus der Kettenmatrix, die Leerlaufspannungsiibersetzung, ist fiir viele Anwen-
dungen von Vierpolen eine wichtige Grofe: verschiedene Frequenzen am Eingang werden unter-
schiedlich stark auf den Ausgang iibersetzt. So kann man Filter mit einem gewiinschten Frequenz-
gang realisieren. Gleichzeitig kommt es zwischen den Signalen am Eingang und am Ausgang zu
Phasenverschiebungen, die unbedingt beachtet werden miissen. Amplitude und Phasenverschie-
bung stecken beide in der komplexen Grofe U,/U;. Der Ansatz mit den Ortskurven, der schon
im Kapitel 7 fiir die Impedanz Z als Funktion von w vorgestellt wurde, eignet sich auch hier, um
sofort einen Uberblick {iber Amplitude und Phase von U, /U, bei vielen Frequenzen zu bekommen.
Betrachten wir als erstes Beispiel folgende Schaltung:

Li1cl TIC}

Abb. 12.1: RC-Tiefpass

Yo

Mit der Spannungsteilerregel erhalten wir:

1
U, jwC 1
=2 _ = 12.1
U, R4 1 1+ jwRC ( )
JjwC

Wie kénnte die Ortskurve von U, /U, aussehen? Man erkennt die Kurvenform in dieser Formu-
lierung nicht sofort. Wenden wir einfach einen Trick an, der uns bei den Ortskurven von Z und
Y schon geholfen hat. Untersuchen wir erst die Ortskurve von

Y =1+ jwRC . (12.2)
U,
Das ist einfach! Abbildung 12.2 zeigt rechts das Ergebnis.

w
im (U2/Yp) Im (Y1/%) P

A

21

Abb. 12.2: Ortskurve von U,/U; und U, /U, vom RC-Tiefpass

In Abb. 12.2 wurde auch wieder die interessante Frequenz eingetragen, bei der die Phasenver-
schiebung 45° betragt:
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_ L
~ RC

wo (12.3)

Hier ist U, /U, um den Faktor v/2 linger geworden. Zu der Ortskurve von U,/U; kommen wir
nun, indem wir einfach die Spiegelung am Einheitskreis durchfithren, denn U,/U; und U, /U,
sind reziprok zueinander genau wie Z und Y. Aus der Geraden im Bild von U, /U, wird damit
ein Kreis im Bild von U, /U;. Bei wy ist der Zeiger von U, /U gerade um den Faktor 1/+/2 kiirzer
geworden.

Die Ortskurve von U,/U; aus Abb. 12.2 hat folgende Bedeutung:

Bei ganz kleinen Frequenzen zeigt der Zeiger von U,/U; auf die 1 auf der reellen Achse. U,
und U, sind also gleich grofs und laufen in Phase. Wird die Frequenz grofser, dann wird U, kleiner
und U, lduft U, hinterher. Bei wy = 1/RC ist die Amplitude von U, um den Faktor 1/+/2 kleiner
als die Amplitude von U; und die Phasenverschiebung betragt —45°. Geht w gegen Unendlich,
geht die Amplitude am Ausgang gegen Null und die Phasenverschiebung nahert sich immer mehr
—90°.

Tiefe Frequenzen werden 1:1 durchgelassen, hohe Frequenzen immer stirker bedampft: das
Ganze ist ein sog. ,/ Tiefpass®.

Betrachten wir als néchstes Beispiel diese Schaltung:

Q1§_I>_E|R_192

Abb. 12.3: RC-Hochpass

Hier liefert die Spannungsteilerregel fiir die Leerlaufspannungsiibersetzung:

U, R jwRC

U _ _ 12.4

U, R+ 1 1+ jwRC (12.4)
jwC

Auch hier erkennen wir den Verlauf der Ortskurve nicht sofort. Daher betrachten wir erst einmal:

U 1+4jwRC 1 n
U,  jwRC  jwRC

o1

Die zugehérige Ortskurve ist in Abb. 12.4 rechts dargestellt:

im (U2/Yy) Im (U1/%2)
A A
o 92/U1 !1 /L_JZ

©®-0 wee & X 1
N AN L, ReWUi%)

457
! Re (Uo/Y ) W > o
0

§ -0

Abb. 12.4: Ortskurve von U, /U; und U, /U, vom RC-Hochpass

Die Frequenz, bei der die Phasenverschiebung 45° betragt, kann nach der gleichen Formel be-
stimmt werden wie beim Tiefpass:
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1

=25 (12.6)

wo
Die Spiegelung am Einheitskreis liefert die Ortskurve von U,/U;, die in Abb. 12.4 links dar-
gestellt ist. Die Interpretation lautet: Bei sehr grofsen Frequenzen ist die Amplitude am Ausgang
genau so grofs wie die Amplitude am Eingang und beide Signale laufen in Phase. Bei wy betragt
die Phasenverschiebung +45° und die Amplitude am Ausgang ist um den Faktor 1/4/2 gesun-
ken. Geht die Frequenz gegen Null, so geht auch die Amplitude am Ausgang gegen Null und die
Phasenverschiebung néhert sich +90°.
Betrachten wir als letztes folgende Schaltung:

L
oo
Ui RlL_Jz

C

—

Abb. 12.5: RLC-Bandpass

Wir erkennen sofort einen Serienschwingkreis (Kap. 8), der iiber dem ohmschen Widerstand
sangezapft wurde.
Nach der Spannungsteilerregel gilt:

U R
5—2 = 1 (12.7)
jwC
Wir erkennen einmal wieder, dass wir die Ortskurve von U, /U, viel leichter finden:
U, 1 . 1
U, R < el ij>
1 1
=14+ —.-j|wlL - — 12.8
+ i (v o) (12.8)

Abbildung 12.6 zeigt die Ortskurve von U;/Us,:

*(D—voo
i (UglUy) im (U1%)
A o 0 92/ U1/ A 4
-
= Uy 'Y @= g
A S0 U o
5‘) Y 45° ) | Y Re U1/L)

\ e Ua) \

Abb. 12.6: Ortskurve von U, /U, und U, /U, vom RLC-Bandpass

Mit der Spiegelung am Einheitskreis ergibt sich die Ortskurve von U,/U;. Bei der Resonanz-
frequenz
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1
VLC’

sind die Amplituden von U, und U, gleich grof und die Phasenverschiebung ist 0°. Die Band-
breite wird durch die Frequenzen w; und we mit +45° Phasenverschiebung aufgespannt. Hier ist
die Amplitude am Ausgang um den Faktor 1//2 reduziert.

Wenn w gegen Null geht, ergibt sich eine positive Phasendifferenz, die schliefslich gegen +90°
geht. Geht w gegen Unendlich ist die Phasendifferenz negativ und geht gegen —90°. In beiden
Fillen wird die Amplitude immer kleiner, je weiter wir uns von wg entfernen. Nur ein mehr oder
weniger schmales Band um wg wird durchgelassen: Wir haben es mit einem Bandpass zu tun.

wo = (12.9)

Am Ende dieses Kapitels kennen Sie den RC-Tiefpass, den RC-Hochpass und den RLC-Bandpass.
Sie konnen die Ortskurve von U,/U; konstruieren und hieraus das Verhalten {iber einen weiten
Frequenzbereich ablesen.

12.2 Filter Zweiter Ordnung

Eine kleine Variation von der Schaltung in Abb. 12.5 fiihrt zu einem ganz anderen Verhalten:
R L
—{ —m— o
211 J— C
: I

Abb. 12.7: LC-Tiefpass

Fiir U,/U; ergibt sich:

1
U, jwC 1
£2 _ — : (12.10)
— 2
U, R—i—ij+_1 1 —w?LC + jwRC
jwC
und fiir U, /Us,:
% =1-w?LC + jwRC (12.11)
Ya

Was mag das fiir eine Ortskurve sein? Wir analysieren die Ortskurve explizit, &hnlich wie in
Abschn. 7.1

z(w) = Re (g;) =1-w’LC (12.12)
y(w) = Im <g;) — WRC (12.13)

Ich behaupte, dass dies die Gleichung einer Parabel ist. Eine Parabel, die ,liegt“ wird durch die
sog. ,Normalform* beschrieben:
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y* = 2p(x — o) (12.14)

Wir versuchen, die Gl. 12.12. und GIl. 12.13 so umzuformen, dass sie zu der Normalform passen:

2
Y
y? = WR2(? N w2 = e
z=1—w?LC
2
y
= 1= pett
L
=1—q%. =
Y OR?
2
=y = —Ci (x—1) (12.15)
Damit ist:
CR?
o0 = —
P L
20 = +1 (12.16)

So konnen wir die Ortskurve von U, /U, zeichnen.

im (U2/Yy) Im (U1/%)

A A

<« — © w=(00

W5 0 (U:O

AV T
J Re (U/Y) k Re U1/%)

Abb. 12.8: Ortskurve von U, /U, und U, /U, vom LC-Tiefpass

Die Ortskurve von U,/U; ist leider keine einfache mathematische Funktion. Wir kénnen sie
aber stiickweise durch Inversion am Einheitskreis konstruieren:

Bei w = 0 brauchen wir den Punkt bei (1,0) aus dem rechten Bild nur in das linke Bild zu
ibertragen. Bei w = wy liegt der Punkt im rechten Bild etwas innerhalb vom Einheitskreis, daher
muss er links etwas aufserhalb liegen. Wenn dann der Zeiger im linken Bild immer ldnger wird,
muss er im rechten Bild immer kiirzer werden. Schlieklich zeigt der Zeiger rechts immer mehr in
Richtung +180°. Nach der Spiegelung am Einheitskreis muss auch die linke Kurve sich von —180°
aus der Null annéhern.

Was bedeutet die Ortskurve von U, /U;? Bei ganz kleinen Frequenzen wird die Spannung vom
Eingang 1:1 auf den Ausgang iibertragen (Phasendifferenz 0°).

Bei wy bekommen wir eine Signal-Uberhéhung am Ausgang und —90° Phasenverschiebung.
Dariiber lauft die Ausgangsspannung steil gegen Null. Sehr hohe Frequenzen (w >> wp) werden
nicht durchgelassen, es handelt sich um einen Tiefpass.

Dieser Tiefpass verlauft irgendwie anders als der RC-Tiefpass aus dem letzten Kapitel:

a) Die Amplitude lauft ,steiler gegen Null.
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b) Die Phasendifferenz lauft gegen —180°.

Im néchsten Kapitel werden wir den Begriff ,steiler préazisieren und fiir einen Tiefpass dieser
Art den Begriff | Filter zweiter Ordnung einfiihren.

Sie haben den LC-Tiefpass kennengelernt, konnen die Ortskurve von U, /U; qualitativ herleiten
und die wichtigsten Eigenschaften ablesen.

@ | Aufgabe

,,Passive Filter”

»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN




13 Das Bode-Diagramm

13.1 Logarithmieren und Dezibel
Es folgt ein kleiner Crash-Kurs im Logarithmieren und die Einfiihrung der Einheit ,,Dezibel”. Hier
zunachst die Grundgleichungen:
104 =B & log(B) = A (13.1)
er =B & In(B) = A (13.2)

Wir hétten auch logio(B) = A schreiben konnen, da hier aber immer vom Logarithmus zur
Basis 10 die Rede sein wird, lassen wir die kleine 10 aus Faulheit einfach weg.
Weiterhin gilt:

log(By - By) = log By + log Bo (13.3)
B

log <1> =log By — log Bo (13.4)
By

log(B™) =n-log B (13.5)

Logarithmen kénnen nur von dimensionslosen Grofen gebildet werden. In der Elektrotechnik
werden immer die Logarithmen von ,Verhéaltnissen“ gebildet wie z. B.:

Us I P
log (U1> , log <I1> , log <Po> (13.6)

Wir werden nur Logarithmen von reellen Zahlen bilden. Hat man es mit komplexen Zahlen zu
tun, muss erst der Absolutbetrag gebildet werden. Wir kénnen z. B. den Logarithmus von einem
Verhiltnis von Zeigerlangen bilden:

|U2) Uy
log < =log |==
U, | U,

In der Elektrotechnik ist es iiblich, den Logarithmus von Spannungsverhéltnissen, Stromver-
héltnissen und Leistungsverhéltnissen in ,Dezibel“ anzugeben. Es wird definiert:

(13.7)

a, =20 - log <U2> / dB (13.8)
Uy
I

a; =20 - log T / dB (13.9)
1

P
ap =10 - log (Po> / dB (13.10)
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Warum bei der Definition von a, und a; ein doppelt so grofer Faktor wie vor a, verwendet
wurde, wird in Kiirze deutlich. Warum diese beiden Faktoren gerade 10 und 20 sind, ist reine
Tradition. Wenn Leistungen in dB angegeben werden, muss die Bezugsleistung definiert sein.
Betrégt sie z. B. 1mW | ist die Bezeichnung dBm iiblich.

In allen drei Fallen (ay, a;, ap) ist die Bezeichnung dB nur ein Merkzettel fiir das, was diese Gréfse
bedeutet. Genau genommen ist die Grofe dimensionslos, bzw. man sagt sie hat die Dimension 1.

Eine kleine Umrechnungstabelle mit ein paar Grofen, die oft vorkommen, erleichtert dem An-
fanger vielleicht den Umgang etwas.

Verhéaltnis Logarithmus a, bzw. q; in dB ap in dB
1/1000 log 0,001 = -3 —60 -30
1/100 log 0,01 = -2 —40 —20
1/10 log 0,1 = -1 —20 -10
1/V2 —log V2 = —0,15 -3 -1,5
1/1 log1=0 0 0

V2/1 log v/2=0,15 +3 +1,5
10/1 log 10 =1 +20 +10
100/1 log 100 = 2 +40 +20
1000/1 log 1000 = 3 +60 +30

Tab. 13.1: Ein paar Verhéltnisse in dB

Nun soll noch die Erklérung folgen, warum a,, und a; mit dem Faktor 20 und a,, mit dem Faktor
10 definiert wurde: Nach Gl. 5.35 gilt flir die Wirkleistung;:

P=R-I?=G-U* (13.11)

Wenn man iiber einem Bauelement zwei Wirkleistungen ins Verhéltnis setzt und davon den
Logarithmus bildet, so wird die Zahl wegen

log(B™) =n-log B (13.12)

immer doppelt so grof sein, als wenn man die entsprechenden Spannungen oder Strome ins
Verhéltnis setzt.

Wird z. B. durch irgendeine Mafnahme die Spannung um 20dB grofer (d. h. um den Faktor
10), so wird auch die Leistung um 20dB grofer (d. h. um den Faktor 100).

Am Ende dieses Kapitels kennen Sie die Einheit ,,Dezibel* und kénnen Spannungs-, Strom- und
Leistungsverhéltnisse in Dezibel angeben.

13.2 Das Bode-Diagramm einfacher Vierpole

Das sog. Bode-Diagramm besteht aus zwei Teilen: Zum einen wird das Verhéltnis der Spannungs-
amplituden vom Eingang und Ausgang Us/U; im logarithmischen Mafistab (also typisch in dB)
iiber der Frequenz im logarithmischen Mafsstab dargestellt. Zum anderen wird die Phasendifferenz
zwischen Eingang und Ausgang iiber der Frequenz im logarithmischen Mafistab dargestellt. Wir
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werden eine vereinfachte Darstellung kennenlernen, mit der wir uns sehr schnell einen Uberblick
iiber den Frequenzgang eines Vierpols verschaffen kénnen.

Die Vorgehensweise kann man am Besten an einem Beispiel erlautern. Wir nehmen als erstes
den RC-Tiefpass, den wir schon im letzten Kapitel besprochen haben (Abb. 12.1).

R
M Sra

Abb. 13.1: RC-Tiefpass (s. Abb. 12.1)

Wir formulieren U, /U; nun folgendermafen:

1
U, JjwC 1 Uy Jj(pz—éN)
Yo _ _ _ |22, 13.13
Ui g, L 1+jwkC 'U1 ‘ (13.13)
JwC

mit: ¢z: Phase vom Zéahler
¢n: Phase vom Nenner

Als erstes wird der Absolutbetrag |U,/U;| genauer untersucht. Er soll in Dezibel dargestellt
werden:

a, = 20 -log 'gi
=20-{log 1 —log |1+ jwRC|}

= —20-log |1 + jwRC| (13.14)

Fiir die logarithmische Frequenzskala fithren wir eine Normierung auf eine charakteristische
Frequenz ein. Es bietet sich an, eine Frequenz

1

auszuwahlen und die normierte Frequenz €2y einzufiihren:

0= =w.RC (13.16)
w1
Damit erhalten wir a, zu
ay, = —20-log |1+ j | (13.17)

Hiervon konnen wir ein Diagramm erstellen:
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ay 4
in dB

N

Abb. 13.2: Exaktes Bode-Diagramm vom RC-Tiefpass (a.)

Um das Bild zu erhalten, miissen wir bei ein paar Frequenzen |14 | bestimmen, logarithmieren

und eintragen:

log O O =w/w; 114 7| Néaherung —20-log |14 7€ |
-3 0,001 V14106 1 0

-2 0,01 V14104 1 0

—1 0,1 V1+10-2 1 0

0 1 VIF1 V2 -3

1 10 V14100 10 —20

2 100 V14 10% 100 —40

3 1000 V14106 1000 —60

Tab. 13.2: Einige Werte der Amplitude vom RC-Tiefpass

Damit ist gezeigt, dass die Kurve in Abb. 13.2 stimmt. Niedrige Frequenzen (w << wi) werden
1:1 durchgelassen (a, = 0). Die Frequenz w = w; wird um 3dB bedimpft (Faktor 1/4/2). Hohe
Frequenzen werden immer starker bedampft. Man sagt, die Kurve féllt mit 20dB pro Dekade.
Dieses Verhalten nennt man einen , Tiefpass erster Ordnung.

Wie verhalt sich die Phase, also die Phasendifferenz zwischen Eingangssignal und Ausgangssi-

gnal?

In GI. 13.13 ist zu erkennen, dass wir die Phase vom Zahler und Nenner bestimmen und sub-
trahieren missen. Der Zahler ist in diesem Fall die reelle Zahl 1, die immer den Winkel 0° hat:

¢z =0°

(13.18)

Die Phase vom Nenner hidngt von der Frequenz ab. Es ergibt sich folgende Tabelle:
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log O =w/w; Re(Nenner) Im(Nenner) —¢n = arctan ;—ﬂ;
—3 0,001 1 0,001 0°

—9 0,01 1 0,01 0°

1 0,1 1 0,1 5,7

0 1 1 1 —45°

1 10 1 10 —84,3°

2 100 1 100 —-90°

3 1000 1 1000 —-90°

Tab. 13.3: Einige Werte der Phase vom RC-Tiefpass

Damit ergibt sich folgende Abbildung:

Cp“

> IogQ1

-900\

Abb. 13.3: Exaktes Bode-Diagramm vom RC-Tiefpass (¢)

Sehr niedrige Frequenzen erfahren keine Phasendrehung, bei der charakteristischen Frequenz
betrégt die Phasendrehung —45°, bei sehr hohen Frequenzen geht die Phasendifferenz gegen —90°.
Insgesamt erhalten wir das gleiche Ergebnis wie bei der Diskussion der Ortskurven (Abb. 12.2),
aber etwas genauer, d. h. quantitativer.

Ein besonderes Merkmal des Bode-Diagramms ist die nun folgende Naherung: wir setzen die
Kurven in Abb. 13.2 und Abb. 13.3 einfach aus Geradenstiicken zusammen und behalten im
Hinterkopf, dass die Dampfung a, bei wy eigentlich —3dB betréigt, und dass die Phasendrehung
bei w/wy = 0,1 und bei w/w; = 10 um ca. 6° von dem eingezeichneten Wert abweicht.

ay
in dBA Pi
82 10 > log© 1 3 2 1 o 1 2 3 ,log@1
-20 -45°
-40 -9

-60

Abb. 13.4: Bode-Diagramm vom RC-Tiefpass (N&herung)

Als zweites Beispiel betrachten wir den RC-Hochpass
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—
U1 C R liz

=

[,

Abb. 13.5: RC-Hochpass (s. Abb. 12.3)

Wir bestimmen wie immer U, /U;:

U, R jwRC

= — = 13.19

U, R4+ 1 1+ jwRC ( )
jwC

Nun kiimmern wir uns wieder erst um das Verhéltnis der Amplituden an Eingang und Ausgang
in Dezibel:

a, = 20 - log '52
Yy

=20 - {log wRC —log |1 + jwRC|} (13.20)

Wir fiihren wieder eine geeignete Normierung der Frequenzskala ein:

1

w
- QO =—=w-RC 13.21
2= Re 2= Y (13.21)
und erhalten:
ay =20 -log Qo — 20 - log |1 + Qo (13.22)

Das zugehorige Bild wollen wir dieses mal nicht mehr mit einer Wertetabelle finden, sondern
grafisch, indem wir den ersten und zweiten Teil von a, in Gl. 13.20 zunéchst getrennt eintragen
und dann addieren. Da es leichter ist, im Bild zu addieren statt zu subtrahieren, miissen wir den
zweiten Summanden mit einem Minuszeichen eintragen.

aya
in dB
40
l— 20|og92
20 ay
3 2 -1 o/ 1 22 ‘{~I0992
0
| -40 -20log 11+1j €2 2

Abb. 13.6: Zeichnerische Losung fiir das Bode-Diagramm vom RC-Hochpass (a.)

Der Teil 20 - log 29 ist leicht zu finden: es handelt sich um eine Gerade durch Null, die mit 20
dB pro Dekade ansteigt.

Der Teil —20-log |1 + j€s| ist deshalb einfach, weil wir ihn im letzten Beispiel schon bestimmt
haben. Wir brauchen ihn also nur zu kopieren. Das Ergebnis ist dann die Summe beider Kurven
in Abb. 13.6.

Grofse Frequenzen werden 1:1 durchgelassen, kleine Frequenzen werden mit 20dB pro Dekade

bedampft. Im Hinterkopf hatten wir uns gemerkt, dass bei w = wo die Ddmpfung genau genommen
—3dB betragt.
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Was noch fehlt ist der Phasengang.
Es gilt wieder:

¢=¢z—ON (13.23)

Der Winkel des Zahlers von Gleichung 13.19 ist immer +90°, da es sich um eine reine imaginére
Zahl handelt (GIl. 13.23).

Der Winkel des Nenners verlduft (mit einem Minuszeichen versehen) genau so wie beim Tiefpass
in Abb. 13.4. Wir kénnen den Verlauf also einfach kopieren. So ergibt sich folgendes Bild:

("Ar Zahler
90° /
450 ¥
3| 2| -1 o \jp_» 3/=|oggz

480

Nenner
-90° /

Abb. 13.7: Bode-Diagramm vom RC-Hochpass (¢)

Die Phasendrehung betragt also fiir ganz kleine Frequenzen 90°, geht bei w = ws durch die 45°
und wird dann bei sehr grofen Frequenzen zu Null.

Fiir die Kettenschaltung mehrerer Vierpole, die wir im n#chsten Kapitel besprechen wollen,
brauchen wir noch die Werte von a, und ¢ fiir den Spannungsfolger (siche Abschn. 3.7).

——F

Abb. 13.8: Spannungsfolger

Hier gilt offensichtlich:

Uy

—= =1 13.24

7 (1324

ay =20 -log Ul _ 0 (13.25)
U,

6 =0 (13.26)

Fir die folgenden Beispiele ist es auch niitzlich, sich ein paar typische Bilder abzuleiten und

einzupragen:
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1
1+j0 log 2
i log log €2
1+59Q
ay @ a 90°
+20 1 45°
1 oo N B B
]Q ) 20 -45° |
-90°1
log
1+ 70
P 90°
45°
log €2 — +—» log €2
. -1 1
1—49Q -45
-90°
1+ 71020
1+351071Q

Abb. 13.9: Typische Bilder von Bode-Diagrammen
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In diesem Kapitel haben Sie das Bode-Diagramm vom Tiefpass und Hochpass erster Ordnung
kennengelernt. Sie sind in der Lage, durch Umformen von U,/U; einen einfachen Ausdruck zu
finden und eine geeignete charakteristische Frequenz zu definieren. Sie konnen von einfachen Vier-
polen mit der zeichnerischen Methode das Bode-Diagramm aus dem Zahler und dem Nenner von
U,/U; ableiten.

13.3 Bode-Diagramm von Vierpol-Ketten

Betrachten wir als Beispiel fiir eine Kette von Vierpolen folgende Schaltung:

R4 c
? 1
_ 1
O & O O \ g \

Abb. 13.10: Kette aus Tiefpass, Spannungsfolger und Hochpass

Der Spannungsfolger wurde zwischen dem Tiefpass und dem Hochpass eingefiigt, damit die Vier-
pole entkoppelt sind, d. h. der Eingang vom Hochpass belastet nicht den Ausgang vom Tiefpass,
alle Vierpole werden ausgangsseitig im Leerlauf betrieben.

In diesem Falle gilt:

Uy, Uy, Us Uy
U

U, Uy U, U
Uyl _ Uy Uy Uy
a, = 20 - log =20-log + 20 - log + 20 - log (13.27)
Ql 1 2 QS
Fiir die Phasen gilt:
¢s— ¢1 = (¢a — ¢3) + (&3 — d2) + (¢2 — ¢1) (13.28)
Wir erkennen, dass ganz allgemein fiir eine Kette entkoppelter Vierpole gilt:
Ayges = Z Ays
Bges = Y _ bi (13.29)

Wir kénnen also das Bode-Diagramm von der gesamten Kette (a, und ¢) aus den Bode-
Diagrammen aller einzelnen Komponenten durch einfache Addition konstruieren. Wir miissen aber
dabei beachten, dass wir fiir jedes Bode-Diagramm einzeln eine charakteristische Frequenz zum
Normieren eingefiihrt haben (im letzten Kapitel w; und wy). Daher miissen wir die Frequenzskalen
verschieben, bis sie zueinander passen:

Mit den Definitionen

Ql = — und QQ - — (1330)

folgt:
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Q1 w1 = Q9 - wy

log Q9 =log Q1 + log % (13.31)
2

Die Skalen von log €21 und log €22 sind also um log “1 gegeneinander verschoben.
w2

Angenommen in einem Beispiel gilt:

w9 = 100 - w1
log L= 2 (13.32)
w2

dann liegen die beiden Frequenzskalen w; und ws wie im linken Teil von Abb. 13.11.

0)2= 100‘(01 0)2= 1/1000‘(01

o

O
e
N
w

Abb. 13.11: Relative Lage von zwei Frequenzskalen

Gilt beispielsweise w1 = 1000 - wo, so liegen die Frequenzskalen wie im rechten Teil von Abb.
13.11. Damit kénnen wir nun das Bode-Diagramm der Schaltung in Abb. 13.10. konstruieren:

Qyges = QyTiefpass T GvHochpass

¢ges = d)Tiefpass + ¢Hochpass (1333)

Die Bilder fiir ayTiefpass Und @yHochpass finden wir in Abb. 13.4 und Abb. 13.6.
Fiir das Bild wahlen wir den Fall w; = 1000 - w9

ayy ®y
in dB
40

ayTp 20 N\

avHp

N a2l 4o i 2 5B | 10g9 s N oo 12 TP o,

-20

ayges P ges

-40 < avges
TP

Abb. 13.12: Bode-Diagramm einer Kette aus Tiefpass und Hochpass mit w; = 1000 - ws

Die Interpretation des Bode-Diagramms aus Abb. 13.12 lautet: Unterhalb von wy = wy/1000
wirkt der Hochpass und schneidet die tiefen Frequenzen ab. Dann folgt zwischen wy und w; ein
Durchlassbereich, |U,| = |U;|.

Innerhalb des Frequenzbereiches 10wy < w < 0,1 - w1 ist die Phasendrehung 0°. Oberhalb von
w1 bestimmt der Tiefpass das Verhalten der Kette: hohe Frequenzen werden mit 20dB pro Dekade
abgeschnitten.
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Hier ist noch ein Beispiel zum Uben, bei dem die zugehérige Schaltung gar nicht angegeben
ist. Es soll nur gezeigt werden, wie einfach man von der ,Normalform* der Ubertragungsfunktion

U,/U; zu dem Bode-Diagramm kommt:

LW
Uy
=2 = %L fiir den Fall wp = 100 - w (13.34)
w2

in dB ayz
Pz

\cpges
2 1 o 1 P > 10g2 1
\¢Hp

Ubrigens kann es bei der Addition aller Phasen in einer Kette natiirlich passieren, dass Winkel
grofer als 180° oder kleiner als —180° herauskommen. Jede Winkelangabe ist in diesem Zusam-
menhang immer willkiirlich beziiglich +360°. Es ist {iblich, durch Addition oder Subtraktion von

360° das Ergebnis immer in den Winkelbereich zwischen £180° zu legen.

Abb. 13.13: Bode-Diagramm von Gleichung 13.34.

In diesem Kapitel haben Sie gelernt, wie das Bode-Diagramm einer entkoppelten Kette aus den
einzelnen Bode-Diagrammen zusammengesetzt wird. Sie kénnen die Bode-Diagramme zu zwei
verschiedenen charakteristischen Frequenzen in ein einziges Bode-Diagramm eintragen.

13.4 Bode-Diagramm von einem Filter zweiter Ordnung

In Abschn. 12.2 hatten wir den LC-Tiefpass kennengelernt und es war der Begriff ,Filter zwei-
ter Ordnung® aufgetaucht. Hier soll nun das Bode-Diagramm von diesem LC-Tiefpass erldutert

werden:

T 2

Abb. 13.14: LC-Tiefpass (s. Abb. 12.7)

T

Es wurde bereits gezeigt, dass die Leerlauf-Spannungsiibersetzung folgendermafen aussieht (GI.

12.10):

1
U, jwC 1
_ _ 13.35)
1 .2 . (
U, R+ jwL + 1—w?LC + jwRC

jwC
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Damit lautet das zugehorige:

ay = —20log |1 —w?’LC + jwRC| (13.36)

Mit der charakteristischen Frequenz wyg

1 w
Wy = ——— Qp=—=w-VLC 13.37
"=Ue T e (13.37)
erhalten wir
ay = —20-log 1 —Q2+ on£ (13.38)

VLC

Ist Q9 << 1 so sind sowohl Q% als auch jQq

C
gegeniiber 1 vernachléssigbar. In diesem
) VLC
Frequenzbereich ist a, = 0, d. h. 1:1 Ubersetzung vom Eingang zum Ausgang. Wenn ¢ >> 1
iberwiegt der Term mit —Q%.

Es gilt Naherungsweise

Qo >> 1 ay = —20-log |—Qf| = =20 log Of
= —40 - log Qo (13.39)

Steigt Qg um eine Zehnerpotenz, dann féllt a,, um zwei Zehnerpotenzen. Die gleiche Bedeutung
hat der Satz: |U,/U, | féllt mit 40dB pro Dekade. Fiir die Phase gehen wir zuriick zur Gleichung:

1
L
%: wtl (13.40)
R—i—j(ou C

und bestimmen die Phase vom Z&hler und vom Nenner getrennt:

gb = ¢Zéhler - ¢Nenner (13.41)

Die Phase vom Zéahler ist immer —90°. Die Phase vom Nenner kennen wir schon aus der Dis-
kussion vom Serienschwingkreis (Abb. 8.5 bzw. Abb. 8.6): Sie geht zu kleinen Frequenzen gegen
—90° und zu grofsen Frequenzen gegen +90°. Da das ganze im Nenner steht, miissen wir das Vor-
zeichen umdrehen, wenn wir die Kurve in eine Abbildung eintragen, denn wir wollen wie immer
zum Schluss die Summe aller Teilkomponenten bilden. Die Lésung zeigt Abb. 13.15.
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aV“ (p A
40 90°
20l 45°
__ié '4\ 1 2 3 > |ogQO '3 '2 '1 \ 1 2 > logQO
.20 \\\ \5°
-40 ¢z L90 \ PN
60 -1359
-1809) ¥ ges

Abb. 13.15: Bode-Diagramm vom LC-Tiefpass

Der Verlauf von a, zwischen g 0,1 und Y 10 héngt von den Werten von R, L und C ab:

wo wo
je hoher die Giite des Schwingkreises, desto stéarker die Resonanziiberh6hung bei wg. Der Vergleich
mit der zugehdrigen Ortskurve in Abb. 12.8 ist besonders interessant.

Deutlich erkennen wir:

a) a, fallt oberhalb von wy mit 40dB pro Dekade

b) ¢ wandert von 0° bei — << 1 itber —90° bei — = 1 bis —180° bei — >> 1.
wo wo wo

Dies sind die charakteristischen Merkmale eines Filters zweiter Ordnung.

In diesem Kapitel haben Sie das Bode-Diagramm vom LC-Tiefpass kennengelernt. Sie kennen die

charakteristischen Merkmale von einem Filter zweiter Ordnung.

13.5 Bode-Diagramm von aktiven Filtern

In diesem Kapitel sollen Operationsverstérker in einfache Wechselstromschaltungen eingebunden

werden.
Als erstes soll der einfache invertierende Verstéarker aus Abschnitt 3.3 (vergl. Abb. 3.6) auf

Wechselstrom erweitert werden:

= I_:_ j>__f U,

[

Abb. 13.16: Invertierender Verstéarker mit komplexen Impedanzen

Die gleichen Maschengleichungen wie in Abschn. 3.3 fithren natiirlich auch zum gleichen Ergeb-

nis:
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—Q1 +Z1l1 =0
Zzll +Q2 =0

U, _ 2
u,  Z

(13.42)

Nun kénnen wir aber nicht nur ohmsche Widersténde bei der Beschaltung des Operationsver-
starkers verwenden, sondern beliebige komplexe passive Zweipole.

Fangen wir mit folgendem Beispiel an:

o)
- N

Abb. 13.17: Aktiver invertierender Tiefpass

In diesem Fall ist:

1
Ry - -
C Ry
Z, = d Zy=—I2 -
ZLi=8& wd 2 PR B Ty oY
2+ ——
JwCs
Damit erhalten wir fiir Uy /U;:
Ry
Up Ry R 1
Ql 1+ ijQCQ R1 1+ ijQCQ

Wir erhalten das Bode-Diagramm, indem wir das Bode-Diagramm von —

1
das Bode-Diagramm von

m (ay2 und ¢2) addieren.

(13.43)

(13.44)

=2 (ay1 und ¢1) und



13.5. BODE-DIAGRAMM VON AKTIVEN FILTERN 197

ay A
in dB
40
29 ay1
3| -2/ -1 1 2 3 IogQ 1
-20
-40 Ayges
'60 av2
P4
fl
+180 @ 1
+90° ? ges
» log Q4
P2

Abb. 13.18: Bode-Diagramm eines aktiven invertierenden Tiefpasses (hier: Rz/R; = 10)

Man erkennt aus dem Verlauf der Kurven einen Tiefpass erster Ordnung, der gleichzeitig ver-
starkt. Ein zweites interessantes Beispiel ist der aktive Hochpass:

Ry
Rq C —
H:»—II—:I>__°
Y, l lU*

Abb. 13.19: Aktiver invertierender Hochpass

Wir berechnen zuerst Uy /U;:

Q 2 R2 j(.URQC
= — 1 = -
U, Ry + — JwR1C+1
jwC
R2 ijIC
Rk Sttt 13.45
R1 14+ ij10 ( )
Auch hier erhalten wir das Bode-Diagramm der gesamten Schaltung, indem wir das Bode-
Diagramm von <_%) und das Bode-Diagramm von % addieren.
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CP A
5
N
40 Ra/R4 450
0
0 3 2| 1] o \g 2 |77 09 € 1
(o]
3 2/ o 12 3 . 10gQ 45
50 -90°
ayges 0|
) -
. 40 y
vHochpass -Ro/R4 - 800\ ? ges

Abb. 13.20: Bode-Diagramm vom aktiven invertierenden Hochpass (hier Rz/R; = 100)

Man erkennt den typischen Verlauf fiir einen Hochpass, der invertiert und verstérkt.
Ein drittes (witziges?) Beispiel soll das Kapitel abschliefen.

Ry R
——__1 : 1
o—+¢
J.2 p—O
Y
Uy Ry e U,
— II_

Abb. 13.21: Allpass

Wir suchen U, /U, . Hierzu stellen wir drei Maschengleichungen auf:

—Ui+2R1;+Uy,=0 (13.46)
—U; + Roly + ! I,=0 (13.47)
~1 249 ]U)Ci2 - .
IRy = I,Ry (13.48)

Setzen wir Gl. 13.48 in die GIl. 13.46 ein, so erhalten wir

R
Uy + 211y 5+ Uy =0 (13.49)
1

Nun 16sen wir Gl. 13.47 nach I, auf

1
_Ql +12 <R2+.> =0
Jw

I, = Ll (13.50)
R -
2+ Gl

Das Ergebnis setzen wir in Gl. 13.49 ein:



13.5. BODE-DIAGRAMM VON AKTIVEN FILTERN 199

1
—2Ro + Ry + ——
2F Rt jwC

1
R2+m

(13.51)

Was bedeutet dieses Ergebnis? Wir konstruieren aus Zahler und Nenner das Bode-Diagramm.
Mit L und Qo= % exgibt sich
it wp = —— un = — ergibt sich:
0 R,C 0 o g
Uy 17
Uy 1+

(13.52)

Das zugehorige Diagramm sieht so aus:

vA 4

in dB
40 / ayz
20 3| 2 - o 1 2 s l0g @0
L3l 2 12 3 . 10g9Q0 AN\
——— =—
-20 vges -9& PN

¢z
o N \
1809

Abb. 13.22: Bode-Diagramm vom Allpass

P ges

Der Allpass iibertragt bei allen Frequenzen das Eingangssignal 1:1 auf den Ausgang. Man mag
sich fragen: wozu ist das gut? Aber der Phasengang zeigt eben durchaus interessante Eigenschaf-
ten: Bei kleinen Frequenzen w << wqp laufen Eingang und Ausgang in Phase, bei wy lauft der
Ausgang dem Eingang um 90° hinterher und bei groflen Frequenzen w >> wg ergibt sich eine
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Phasendifferenz von 180°. Dieser Phasengang kann insbesondere bei Systemen, bei denen der
Ausgang auf den Eingang zuriickgekoppelt wird, sehr wichtig sein. Der Allpass macht bei hohen
Frequenzen aus der Gegenkopplung eine Mitkopplung (oder umgekehrt).

In diesem Kapitel haben Sie einige Beispiele von Wechselstromschaltungen mit Operationsverstéar-
kern kennengelernt. Sie kennen einen aktiven Hochpass und einen aktiven Tiefpass erster Ordnung

und konnen das zugehorige Bode-Diagramm ableiten.

13.6 Impedanzkonverter und aktive Filter 2. Ordnung

Der Inhalt dieses Kapitels (13.6) ist nach Ansicht des Autors interessant und zeigt, wie die bisher
erlernte Methodik der Schaltungsanalyse auf ganz andere Schaltungen angewendet werden kann.
Es zeigt sich, welche spannenden Optionen es fiir Impedanzkonverter und aktive Filter gibt. Der
Leser wird ermuntert, mit PSPICE interessante Schaltungen auszuprobieren, zu analysieren und

zu variieren.
Der Inhalt dieses Kapitels wird aber nicht in der Klausur abgefragt.
13.6.1 Grundschaltung eines Impedanzkonverters

(General Impedance Converter GIC)

Betrachten wir einmal das Ubertragungsverhalten folgender Schaltung:

Ua
Un ——
N
e
ZLﬂ

Abb. 13.23: Allgemeiner Impedanzkonverter GIC

Es soll die Eingangsimpedanz Zj als Funktion der Impedanzen Zp, Z 5 und der Lastimpedanz
Z bestimmt werden. Der Eingangsstrom ergibt sich aus dem ohmschen Gesetz:

Up—-U
=P =a (13.53)
Die Eingangsspannung folgt aus der Spannungsteiler-Regel:

Z
Up=Uy=U -—=L 13.54

Damit kann die Eingangsimpedanz bestimmt werden:
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Up Zy, Zp Zy Zp
Z.==F _y . . — U .
=P G T Zp+Zy Up-Uy) 4 Zr+Zy (Q/ Zy, e
a ZL+ZN a

__Zy  Zp\ZgtZy) _ Zp , (13.55)
Zy+Zy (Zi-Zi—-Zn) Zy F |
Somit kann durch geschickte Wahl von Zp und Zp die Lastimpedanz Z; in eine andere Impe-

danz iibersetzt werden. Man beachte dabei das Minuszeichen.

Fiir den Sonderfall, dass alle drei Impedanzen durch den gleichen ohmschen Widerstand R
realisiert werden, ergibt sich:

Zp=4n=Z2;,=R Zp=—-R (13.56)

Das bedeutet, dass aus dem ohmschen Widerstand R am Ausgang ein ,ohmscher Widerstand
minus-R am Eingang wird. Daraus ergeben sich interessante Anwendungen. Beispielsweise kann
ein Schwingkreis entddmpft werden um so die Giite zu steigern.

13.6.2 Verdoppelung des Impedanzkonverters und Modifikation nach Antoniou

FEine interessante Weiterentwicklung des Impedanzkonverters besteht in der Verdoppelung der
Grundschaltung;:

®

Z Z4
eed e
o + —
- +
Z3 Zs
— ———
2

Abb. 13.24: Verdoppelter Impedanzkonverter, Typ A und Typ B hintereinander

Der Eingangswiderstand der Gesamtschaltung lasst sich auf den Lastwiderstand der Schaltung
A und damit auf den Eingangswiderstand der Schaltung B Z g zuriickfiihren:

Dieser Eingangswiderstand Zpp kann wiederum durch den Lastwiderstand von Schaltung B
ausgedriickt werden:

7
Zg= 7 -Zgg  Zgp= —Z* A (13.57)

-Z
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Das Vorzeichen ist nun positiv. Somit sind auch viele Impedanztransformationen moglich, bei
denen das Vorzeichen der Eingangsimpedanz positiv bleiben sollte.

Abbildung 13.25 zeigt eine Variante der Schaltung aus Abbildung 13.24:

Ze Z
+ —  —
Zy Z3
— ¢+
Zs
+

Abb. 13.25: Doppelter Impedanzkonverter nach Antoniou

Es gilt auch hier:

Zy Z4

Zs3 - Zs

Die beiden Schaltungen aus Abb. 13.24 und Abbildung 13.25 sind &quivalent. Warum? Bei
genauer Betrachtung von Abbildung 13.24 erkennt man, dass

Upr=Una=Upp=Unp (13.60)

Damit kann man auch den Ausgang von OP 1 iiber Z, zuriickkoppeln und den Ausgang von
OP 2 iiber Z;.

In dieser Variante ist die Schaltung gebrauchlicher.

13.6.3 Beispiele fiir Impedanzkonverter:
Nachbildung einer Induktivitdt und ein FDNR

Abbildung 13.26 zeigt eine interessante Nachbildung einer Induktivitét.
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ZE Ro
= 8 — [ +——
— ¢
Cs
| +
RL

Abb. 13.26: Nachbildung einer Induktivitét

Die Eingangsimpedanz erhélt man mit Hilfe von Gleichung 13.61:

RoRy
R3

Zp =jw {05 ~RL} = jwlL (13.61)
So kann durch zwei OPs, 3 ohmsche Widerstinde und einen Kondensator eine Induktivitit
realisiert werden. Das ist manchmal von Vorteil. Induktivitdten sind oft unerwiinscht. Sie sind
vergleichsweise grof und teuer und sie miissen bei einem Redesign neu bestellt werden mit mog-
licherweise langen Lieferzeiten.
Eine andere interessante Anwendung des Impedanzkonverters ist die Realisierung einer Impe-
danz, die rein reell aber frequenzabhéngig ist:

[,

Cy

+ Il

R, Rs
—{—+—+—1—1+—¢

Abb. 13.27: Realisierung eines FDNR (Frequency Dependent Negative Resistance)

Auch hier liefert Gleichung 13.55 sofort das Ergebnis fiir die Eingangsimpedanz:

S, _ 1 R 1
=E 7 juCy R3Rs jwOrp
1 Ry

Zp= - 7R3R5CQCL (13.62)
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1
Diese Impedanz ist rein reell, negativ und mit — frequenzabhingig.

Das Objekt wird ,Frequency Dependent Negative Resistance FDNR genannt.

13.6.4 Aktive Filterstufen mit Einfachriickkopplung

Abbildung 13.28 zeigt eine Schaltung, deren Ubertragungsverhalten wir analysieren wollen:

Abb. 13.28: Allgemeine Struktur eines aktiven Filters 2. Ordnung in Mitkopplung

Zunéchst stellen wir die Knotengleichungen auf, wobei wir die Strome durch den Spannungsab-
fall mal Admittanz ausdriicken:

(QE_QE)) Y, = (Q5_Q1> 'X3+(Q5—QA) Y, +Us- Y5 (13.63)
(Us — Ql) Ya=U,-Y, (13.64)

Dann stellen wir fiir den Ausgang die Spannungsteiler-Regel auf:

Ro+ RpR Uy Ro+Rg
=A T Ro s U, Ro v

Daraus erhélt man nach einigen Umrechnungen:

(13.65)

Uy v-Y,Yy

iE B Y\ Y, +Y, Y, +Y. Y, +Y, Y+ Y Y+ YV +Y,Va(1—v)

Durch die geeignete Wahl der Admittanzen Y bis Y 5 kénnen interessante aktive Filter realisiert
werden. Ein besonders wichtiges Beispiel ist der Sallen-Key Tiefpass (Mitkopplung):

(13.66)

Ry J=Cz R3

E°—|: —1 J_
[ o 1

Abb. 13.29: Sallen-Key Tiefpass in Mitkopplung
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Die Admittanzen aus Abbildung 13.28 sind hier wie folgt festgelegt worden:

1 1 1 . .
Y, = Ril Y5 = ng Yy = ng) Y, = jwCy Y, =jwC (13.67)

Yp=Y,+Ys Rp=R | Ry (13.68)

Damit ergibt sich die Ubertragungsfunktion zu:

% = " 22 (13.69)
=k 14+ jw |:RPC4 (1 + ng + R3> + RpCs(1 — l/):| —w2RpR3050y
1 5

Um einen klassischen Tiefpass zu erhalten, nimmt man nun an, dass R; = R3 = R, = R und

Cy = Cy = C gilt, sowie Rs — oo geht. Man erhilt die folgende vereinfachte Gleichung fiir den
Sallen-Key Tiefpass :

[ v . Ry + Rg
- ty="—-—"">- 13.70
Up 1+jwRC(3—v)_w?r2C2 ™7 Ro (13.70)

Es handelt sich um einen Tiefpass zweiter Ordnung (—40dB pro Dekade im Sperrbereich), der

bei der Kreisfrequenz

1
= — 13.71
WP RC (13.71)

abknickt.
Fiir eine Verallgemeinerung, die am Ende dieses Kapitels erlautert wird, geben wir hier schon

die charakteristischen Grofien dieses Filters an:

Abb. 13.30: Sallen-Key Hochpass in Mitkopplung
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Durch Einsetzen der ausgewéhlten Impedanzen in (13.66) erhilt man nach einiger Umrechnung;:

Up —w Ry R4C1C L Ry + Rpg
Ug 1 + jw [R2(C1 + C3) + RyC3(1 —v)] — w?2RyR,1C1C3 B Ry

(13.73)

und fiir den Spezialfall, dass C; = C3 und R4 = Ry ergibt sich folgende Ubertragungsfunktion:

U 2 RQcQ
= — (13.74)
Up 14 jwRC(3—v)—w?R2C?
Dies ist die Ubertragungsfunktion eines Hochpasses zweiter Ordnung, der bei wp = Vilal ab-
knickt.
Die verallgemeinerten Charakteristika sind (Erklarung folgt am Ende):
A L9 ! (13.75)
=V wp = ——= = . |
> P~ RrC P 3=y ;

Abb. 13.31: Sallen-Key Bandpass in Mitkopplung

Die allgemeine Ubertragungsfunktion ergibt sich zu:

C
jWVRPRzli
Uy Ry

o= 7 (13.76)

=k 1+ jw Rp(Cg + 05) + R4Cg(1 — VR7P) — w2R4RngC5
2
mit dem Ersatzwiderstand Rp = Ry || Re.
1
Fiir den Spezialfall, dass C5 = C3 und Ry = Ro = R4 und Rp = iR folgt:
jwleC’
Ua _ 2 (13.77)

B 1
Us 1+ jw {RC + RC <1 — 1/2)} — w?R2C? - 5

Dies ist die Ubertragungsfunktion eines Bandpasses. Die Mittenfrequenz des Durchlassbereiches

betrigt



13.6. IMPEDANZKONVERTER UND AKTIVE FILTER 2. ORDNUNG

207

V2
wp = =
"~ RC
Die allgemeinen Charakteristika lauten:

Der letzte aktive Filter zweiter Ordnung, der hier vorgestellt werden soll, ist der Sallen-Key

Tiefpass in Gegenkopplung:

Abb. 13.32: Sallen-Key Tiefpass in Gegenkopplung

Fiir den Spezialfall, dass

R1:R2:R3:R0:R und C4:C5:C I/:—Ri
0
gilt:

v
U _ 5—v
Ugp ) S5RC R2C?
1 2
+‘7w(5—y)3/2 v 5—v

1
Dies ist ein Tiefpass zweiter Ordnung, der bei wp = @\/5 — v abknickt.

Die allgemeinen Charakteristika lauten:

13.6.5 Allgemeine Struktur von aktiven Filtern 2. Ordnung:

(13.80)

(13.81)

************

,,,,,,,,,,,,

Zum Schluss dieses Kapitels sollen die aktiven Filter zweiter Ordnung verallgemeinert betrachtet
werden. Alle Ubertragungsfunktionen von aktiven Filtern zweiter Ordnung lassen sich folgender-

malien ausdriicken:
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U Cdw— ao - w2
A _ 0t M JwT 6 ﬁ (13.83)

wpQp wh

Den Tiefpass aus Abbildung 13.29 erhalten wir, indem wir a; = ao = 0 setzen:

QA o ap

—0 A = 13.84
QE . 1 w “ 0= ( )

W — 00 Aso = ag - wh (13.85)

Beim Bandpass aus Abbildung 13.31 wurde ag = as = 0 gewihlt.

Ua _ a - jw

QE . 1 w2 w — 00 Aoo =a]-wp- Qp (1386)
14 jo———

wpQp wh
Auch eine Bandsperre kann mit dem Formalismus beschrieben werden, indem a1 = 0 gesetzt
wird:

Uy ag — ag - w2 ag
= = =./— Az; =0 13.87
QE 1 w2 wz a9 z ( )

1+ jw - —
wpQp  wh

Die Grofse A bezeichnet hierbei jeweils die Verstarkung im Durchlassbereich, wp ist die Abknick-
kreisfrequenz von Hoch- und Tiefpass oder die zentrale Durchlasskreisfrequenz des Bandpasses,
und @Qp ist ein Mals fiir die Giite.

Der Leser wird ermuntert, alle diese Beispiele in PSPICE auszuprobieren und fiir verschiedene
Werte der Widerstande und Kondensatoren das Bodediagramm zu erstellen.

Wer mehr iiber aktive Filter lernen méchte kann das folgende Buch lesen:
Lutz v. Wangenheim, Aktive Filter und Oszillatoren, Springer, ISBN 978-3-540-717 37-9.

@ | Aufgabe

,Aktive Filter*
»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN
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@ Schaltung

s~Messungen VI-IX (S1): Passiver
Filter zweiter Ordnung"

»ILIAS: Prazisaufgaben zu LEN

Schaltung

,2Messungen VI-IX (S2): Aktiver
invertierender Tiefpass®

»ILIAS: Prazisaufgaben zu LEN







14 Der Transformator

14.1 Einleitung und Grundgleichungen

Der Transformator hat vielfaltige Anwendungen in der Energietechnik (Netztrafo, Trenntrafo,
Umspanntrafo) und in der Hochfrequenztechnik (Trenniibertrager, Spannungsanpassung, Impe-
danzanpassung). Zum vollstdndigen Versténdnis der ,Physik“ des Trafos sind Begriffe und Zu-
sammenhénge aus der Theorie der elektromagnetischen Felder notig, die erst im néchsten Seme-
ster besprochen werden. Daher sollen hier nur wenige Zusammenhénge relativ kurz angesprochen
werden.

Ein elektrischer Strom I in einem Draht erzeugt um den Draht herum ein Magnetfeld H , welches
im Vakuum (bzw. in Luft) zu einer magnetischen Induktion B= Ho - H fiihrt.

ammeln“ wir die magnetische Induktion, die durch eine geschlossene Schleife hindurchtritt,
kommen wir zu dem Begriff des magnetischen Flusses ¢ ag:

¢mag = /B da (14.1)

Ist die magnetische Induktion weitgehend konstant in der geschlossenen Schleife, gilt:

Pmag = B - A (14.2)

mit A = Fléache der Schleife.
Wichtig fiir das Verstédndnis des Transformators ist zunéchst der magnetische Fluss, den ein
Strom in einer Drahtschleife erzeugt. Hier gilt:

wy ¢ =Li-0 (14.3)

mit: w; = Zahl der Windungen in der Drahtschleife
Ly = Selbstinduktivitat der Schleife

Die in Abschn. 4.2 eingefiihrte Induktivitdt bzw. Selbstinduktion ist also in dieser Formulierung
der Faktor zwischen dem gekoppelten magnetischen Fluss w - ¢mag und dem Strom 4, der diesen
Fluss erzeugt. Gleichzeitig kann der Strom ¢; auch einen magnetischen Fluss in einer nahegelegenen
anderen Schleife erzeugen (Abb. 14.1).

Abb. 14.1: Magnetischer Fluss in benachbarten Schleifen
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Hier hat man den Begriff Gegeninduktivitat eingefithrt, um den gekoppelten Fluss in der zweiten
Schleife zu bestimmen:

wg - P21 = Moy - iq (14.4)

Nun kann man das ganze Spiel umdrehen und die zweite Spule mit einem Strom iy betreiben.
Dann gilt fiir den gekoppelten Fluss in dieser Schleife:

wa - g2 = Lo -ig , (14.5)

und fiir den Fluss, der von der Spule 2 in die Spule 1 eindringt:

wy - P12 = My - 19 (14.6)

Nun hat Michael Faraday am 29.08.1831 entdeckt, dass ein sich zeitlich &ndernder magnetischer
Fluss in einer Drahtschleife eine Spannung induziert:

dpm .
—Uipd = ¢dtag Induktionsgesetz (14.7)

Bei mehreren Windungen ist der gekoppelte Fluss entscheidend, d. h. die induzierte Spannung
erhoht sich entsprechend der Windungszahl wr:

dPmag
dt

(14.8)

—Ujpnd = W -

Mit Gl. 14.3 folgt daraus die in einer Drahtschleife durch den eigenen Strom induzierte Span-
nung:

g = =L 14.9
tind =W g T (14.9)
womit auch die in Abschn. 4.2 angegebene GI. 4.9
di(t)
t)y=1L 14.10
u(t) =1 (14.10)

vielleicht etwas verstédndlicher geworden ist.
Bei einem Transformator werden nun die magnetischen Fliisse in zwei Spulen miteinander ver-
kettet:

gleichsinnige gegensinnige
Primér- Wicklung Wicklung

DR & L

Abb. 14.2: Flussverkettung im Transformator und Schaltungssymbol

I

Y1y




14.2. DIE TRANSFORMATORGLEICHUNGEN 213

Durch ein hochpermeables Material, welches den magnetischen Fluss fiihrt, wird ein grofier Teil
des magnetischen Flusses, der beispielsweise in der Primérspule erzeugt wird, in die Sekundérspule
geleitet und umgekehrt. Das Problem der Flussverkettung soll am folgenden Bild visualisiert
werden:

d
—» iqerzeugt ¢y — flhrtzu ¢y —p & bewirkt uy, — U, bewirkt iy
dt
. . dodqo ) ) .
iy erzeugt ¢op —p flhrtzu ¢qo —p veradndertuy — U4 verandert iy
dt |

Solange ein Trafo im Leerlauf betrieben wird, ist die Geschichte noch relativ einfach: io = 0
bedeutet, die Sekundérseite erzeugt selber keinen Fluss. Sobald aber eine Last an die Sekundér-
seite angeschlossen wird, so flieltt auch auf der Sekundérseite ein Strom, der einen Fluss erzeugt,
der durch die Primarseite tritt. Nachdem der Leser nun hinreichend verwirrt ist, soll im nachsten
Abschnitt gezeigt werden, dass man das Problem mit komplexer Wechselstromlehre und Vierpol-
theorie doch noch ganz gut bewaltigen kann.

In diesem Kapitel haben Sie die Grundgleichungen fiir den verketteten magnetischen Fluss ken-
nengelernt.
wy - @11 = L1 -1y wa + o2 = La - io
wy - P21 = Moy - 11 wi - P12 = Mi2 - 0o
. . o d¢mag
und das Induktionsgesetz wiederholt. —uq = 7

14.2 Die Transformatorgleichungen

Abbildung 14.3 zeigt ganz genau die magnetischen Fliisse, die beim Transformator eine Rolle
spielen:

D11 = Do, + Dy,

A

l_J11 A l :rj 192

Do+ Ds,= Dy,

Abb. 14.3: Magnetische Fliisse im Transformator
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Hierbei ist

d11 der Fluss, den die Primérspule selber erzeugt

do1 der Streufluss, der von ¢11 verloren geht

P21 der Fluss, der von der Primérspule in die Sekundéarspule gelangt
$22 der Fluss, den die Sekundérspule selber erzeugt

o) der Streufluss, der von ¢99 verloren geht

b12 der Fluss, der von der Sekundérspule in die Priméarspule gelangt.

Mit diesen Definitionen gilt offenbar:

$11 = Qo1 + 021 (14.11)

22 = Qo2 + P12 (14.12)

Auflerdem konnen wir den gesamten magnetischen Fluss in der Primér- und in der Sekundér-
spule ablesen:

o1 = P11 + P19 gesamter Fluss in der Primérspule (14.13)

P2 = P21 + P22 gesamter Fluss in der Sekundérspule (14.14)

Mit dem Induktionsgesetz folgt:

don _dén o dou

— . — . 14.1
B T M T (14.15)
dg2 dgay dgaz
— Rk aktl) L ez 14.1
U9 w9y 7t () dat =+ wo gt ( 6)

Die magnetischen Fliisse ¢;; konnen mit den Gl. 14.3 bis Gl. 14.6 durch die Strome ausgedriickt
werden:

diy dis

= L1 =2 4 Mo - —2 14.17
u1 1 a + Mo i ( )
diy dis
=My - —+ Ly — 14.1
() 21 + Lo a (14.18)
Im iibernéchsten Abschnitt wird gezeigt, dass immer gilt:
My = Mo (14.19)

Damit kénnen wir schon jetzt den Index von der Gegeninduktivitit weglassen.

Die GIl. 14.17 und GI. 14.18 sind ein System aus zwei gekoppelten Differentialgleichungen. Zum
Gliick beschréanken wir uns hier auf sinusférmige Signale, und da kénnen wir ja die zeitliche Ab-
leitung durch eine Multiplikation mit jw ausdriicken, wenn wir zu komplexen Gréfsen iibergehen:
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Uy =jwly - I + jwM - I, (14.20)
Uy = jwM - I) + jwLs - I (14.21)
U, _ Jwly jwM| |I;
U, - JwM  jwLs Iy
_|JwLli jwM

Wenn wir noch die ohmschen Widerstinde der Spulen beriicksichtigen wollen, dann miissen wir
primérseitig und sekundarseitig einen ohmschen Widerstand in Reihe schalten:

R»] R2

U, = (Ri+jwLly) Il +jwMI,
7 Uy = jwMI+(Ro+jwls)l, (14.23)

Wie man sieht, ist auch dieser passive lineare Vierpol kopplungssymmetrisch (Abschn. 11.6).
Dies sind die Trafogleichungen, mit denen im Prinzip jedes Trafoproblem gelést werden kann.

In diesem Abschnitt haben Sie die Transformatorgleichungen in komplexer Schreibweise und die
Impedanz-Vierpolmatrix des Transformators kennengelernt

Ql _ Ry + jwly JwM I
o) - [ w2

14.3 Kopplungskonstante und Ubersetzungsverhiltnis

Die im letzten Abschnitt vorgestellten Transformatorgleichungen sind im Prinzip ausreichend, um
die Eigenschaften einer Schaltung mit beliebigen Zweipolen am Eingang und Ausgang zu analy-
sieren. L1, Lo und M beschreiben den Vierpol , Transformator vollstdndig. Trotzdem wéhlt man
oft noch zwei andere Grofen zur Charakterisierung des Transformators, ndmlich die Kopplungs-

konstante k& und das Ubersetzungsverhiltnis ii.
Die Kopplungskonstante ist folgendermafsen definiert:

M2
K = 14.24
i Ly ( )

Was bedeutet diese Kopplungskonstante? Betrachten wir einmal folgende kleine Rechnung, bei
der die Grofsen Ly, Lo und M durch die magnetischen Fliisse und die Strome ausgedriickt werden

(Gl 14.3 bis GI. 14.6)

2o G2 wipm wigr _ $nd
wiP11  wad2 11 i2 11022
(d11 — 901) (P22 — Po2) (14.25)

¢11¢22
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Damit erkennt man, dass k tatsachlich ein Maf fiir die Kopplung der magnetischen Fliisse zwi-
schen Primérspule und Sekundérspule ist. Wenn z. B. die Streufliisse ¢,1 und ¢,9 vernachlassigbar
klein sind gegeniiber ¢1; und ¢92, dann ist k = 1:

¢$o1 =0 und dgo =0 = k=1 perfekte Kopplung (14.26)

Wenn andererseits entweder von der Primérseite gar kein Fluss in die Sekundérseite heriiber-
kommt oder umgekehrt, dann ist k£ = 0:

P11 = Po1 oder P22 = P52 = k=0 keine Kopplung (14.27)

Die Kopplungskonstante k£ hat also immer Werte zwischen 0 und 1. Typische Werte liegen bei
0,95, sehr gute Kopplungen von z. B. 0,99 sind auch realisierbar.
Das Ubersetzungsverhiltnis i ist definiert als:

2 Ly

= — 14.2
it = 2 (1428

(Sie finden auch Lehrbiicher, in denen i definiert ist als i = w;/wy = Verhéltnis der Win-
dungszahlen. Die o. g. Definition ist allgemeingiiltig, die Version mit den Windungszahlen ist nur
ein Spezialfall, sieche unten). In der Feldtheorie wird eine Gleichung abgeleitet, mit der man die
Selbstinduktion einer langen Zylinderspule aus der Geometrie, der Permeabilitiat des Kerns pg - iy
und der Windungszahl w bestimmen kann:

[ Mo s g w?

l (14.29)

mit: po = Permeabilitdt des Vakuums
ur = Relative Permeabilitét
q = Querschnittsfliche der Zylinderspule
w = Windungszahl
[ = Léange der Zylinderspule

Werden Primérspule und Sekundérspule iiber die gleiche Lange auf den gleichen Kern gewickelt,
so gilt:

. w
0= fi1 = pir2, L =l = il = — (14.30)
w2
it hat den Namen ,,Ubersetzungsverhéltnis“ bekommen. Warum?
Betrachten wir einmal den verlustlosen Trafo (R; = 0 und Ry = 0) mit perfekter Kopplung
(k = 1) und sekundérseitigem Leerlauf (I, = 0). Dann gilt nach den Trafogleichungen (Gl. 14.23):

U, =jwlil,
Uy = jwMlI,
Uy _Li_ L _ L

— — — /= =1 14.31
Uy, M VI, VI (14.31)

In diesem Spezialfall ist i tatséchlich das Spannungsiibersetzungsverhéltnis. Man beachte, dass
wir hier U; /U, bestimmt haben und nicht wie sonst iiblich U, /U, !
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i gibt im oben genannten Spezialfall das Verhéltnis der Amplituden von Eingangsspannung
und Ausgangsspannung an. Man kann iiber das Verhéltnis der Windungszahlen auswéhlen, um
welchen Faktor man die Eingangsspannung herauf oder herunter transformieren mochte. Da ii
offensichtlich eine reelle Zahl ist, bedeutet das auch, dass unter den oben genannten Bedingungen
Eingangsspannung und Ausgangsspannung in Phase laufen.

In diesem Kapitel haben Sie die Kopplungskonstante k& und das Ubersetzungsverhéltnis i ken-
nengelernt. Sie kennen die Bedeutung der Groflen und koénnen zwischen L1, Lo, M und k, i
umrechnen.

14.4 Magnetische Feldenergie im Transformator — der Beweis fiir
My = My

Schon bei der Ableitung der Trafogleichungen haben wir den Index von der Gegeninduktivitit
weggelassen, da ich behauptet habe, dass

Mo = Moy

Dies soll hier nun bewiesen werden. Eigentlich geniigt der Hinweis auf das Reziprozitatstheorem
(Abschn. 11.6). Da der Transformator ein passiver linearer Vierpol ist, muss gelten Z,5 = Z5;,
und das ist dquivalent mit Mo = Msy. Aber es gibt eine Ableitung iiber die magnetische Feld-
energie im Transformator, die ich interessant finde, weil sie noch etwas iiber die ,Feldtheorie” im
Transformator verrét.

Wir lassen den Wechselstrom kurz beiseite und wollen einen Zustand herbeifiihren, bei dem
in der Priméarspule der Strom I; und in der Sekundérspule der Strom I fliefst. Wir fahren die
Strome iiber Rampen hoch, denn wir wissen ja, dass Induktivitdten sich ,gegen plétzliche Stro-
ménderungen wehren“. Man konnte sagen, wir ,Jladen den Transformator auf®, vergleichbar mit
einem Kondensator, an den wir eine bestimmte Spannung anlegen wollen. Die interessante Idee
liegt nun darin, in einem ersten Experiment erst den Primérstrom hochzufahren und dann den
Sekundérstrom. In einem zweiten Experiment soll dann erst der Sekundérstrom und dann der
Primérstrom hochgefahren werden. Der Endzustand ist in beiden Féllen gleich.

Wir erkennen, dass wir zum ,,Aufladen” des Transformators Energie in das System hereinstecken
miissen. Sie berechnet sich im ersten Experiment folgendermafien:

i io(t)

Abb. 14.4: (Aufladen” des Transformators — erst ¢; dann iz

to

Wy = ; {ul(t) . il(t) + UQ(t) . ig(t)} dt

t2 diy dis diq dis
= Li— 4+ Myo— | i1(¢ Moi— 4+ Lo—= | 12(t) ¢ dt
/0 {<1dt+ 12dt>l1()+< 21dt+ zdt>22()}

B diy 2 diy 2 diy
= Li—ipdt Mis—=i1dt Lo—=iydt 14.32
/0 el + ; 1271 +/tl 22 ( )
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Hierbei wurden alle Integrale, in denen ein di/dt vorkommt, bei dem i aber konstant ist, weg-
gelassen.

Rechnen wir weiter, erhalten wir:

I Ip) Is
Wi =1 / i1diy + Mgty / dig + Lg/ todio
0 0 0

1 1
=1L 5—712 + Mo + L2§I§ (14.33)
Nun machen wir die gleiche Rechnung fiir das zweite Experiment (erst i2 hochfahren, dann ;).

i ip(t)

I
[}

|
| "
|/I (1)
| |
» 1
| bk

Abb. 14.5: JAufladen” des Transformators — erst i2 dann iy

Bis zur ersten Zeile in Gl. 14.32 bleibt alles gleich. Dann verschwinden aber andere Summanden,
da zu anderen Zeiten di/dt = 0 gilt:

2 diy t2 diq 2 diy
Wy = / Li—i1dt + Moy —iodt + / Lo—iodt
t dt t1 dt 0 dt

1 1
=Ly I + My il + Lo I3 (14.34)

Da der gleiche Endzustand bei beiden Experimenten erreicht wurde, muss auch die Energie, die
reingesteckt wurde, die gleiche sein: W = Wa.

Hieraus folgt aber unmittelbar: M9 = Mo;.

Wenn wir noch einmal zu Gl. 14.17 zuriick bléttern, sehen wir, dass die Gegeninduktivitét
der Faktor ist zwischen der Stroménderung in Spule 2 und der induzierten Spannung in Spule
1. Nun wissen wir, dass der Faktor zwischen der Stroménderung in Spule 1 und der induzierten
Spannung in Spule 2 genau gleich grof ist. Wir haben ganz nebenbei einen ,hiibschen“ Ausdruck
fiir die magnetische Feldenergie in einem System aus zwei gekoppelten Spulen bekommen:

W= % (h 1) @1 ﬁ) G;)

i 1 Llfl + MIQ
=5 (L) <M11 + Loly
1 1
= 5L1[12 + ML, + 5L2L3 (14.35)

In diesem Kapitel wurde bewiesen, dass Mo = Mo;. Sie kennen die Bedeutung dieses Zusammen-

hangs. Aufierdem haben Sie die magnetische Feldenergie in einem System aus gekoppelten Leitern
kennengelernt.
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14.5 1,/1,,U,/U, und Zg;, beim allgemeinen Transformator mit
beliebiger Last Z;

Schliefen wir den Transformator mit einem beliebigen passiven Zweipol Z; ab (L steht fiir ,.Last®),

dann kann das Stromiibersetzungsverhéltnis I,/1;, das Spannungsiibersetzungsverhaltnis U, /U,

und die Eingangsimpedanz Zg;, bestimmt werden. Dies ist zum Teil etwas miihsam, aber diese
Gleichungen werden einfach gebraucht.

R»] R2

<
—
Lo
| I_.|
N
N

Abb. 14.6: Verlustbehafteter Transformator, der mit der Lastimpedanz Z; abgeschlossen wurde

Die drei Grundgleichungen sind:

Uy = (R + jwLi)I; + jwMI, (14.36)
Uy = jwMI, + (Ry + jwlLo)l, (14.37)
Ug+Z2;-1,=0 (14.38)

Als erstes wollen wir I,/I; bestimmen: Gl. 14.38 in Gl. 14.37 eingesetzt ergibt:

—Zy Iy = jwM - I + (Ry + jwla)l,

= —Iy(Re + jwLy + Zy) = jwM - I (14.39)
I jwM
I, Ro+tjwle+2p (14.40)

Als néchstes soll die Eingangsimpedanz Z g, ausgerechnet werden.
Gl. 14.40 eingesetzt in Gl. 14.36 ergibt:

w2 M?
Ry + jwlo + Z;,

(Ri + jwLi)(Re + jwlo + Zp) + w?M?>
Ry + jwlo+ Z;,

Uy = (R + jwLi)I; +

I

I, (14.41)

Zpin, = (R1 4+ jwLy) + M 4.42

Die Lastimpedanz Z; ist also zusammen mit Rp und jwLy {iber einen etwas komplizierten
Zusammenhang am Eingang sichtbar (s. Diskussion der Flussverkopplung in Abschn. 14.1)
Zum Schluss soll U,/U; noch bestimmt werden:
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Setzen wir Gl. 14.40 in Gl. 14.37 ein, erhalten wir:

JwM 7

Ry + jwlo+ 2, "
_ JwM(Ry + jwLe + Z;) — (Re +jWL2)jWMI
Ry + jwlo + Z; N

Uy =jwMI; — (Ro + jwLo) -

1

Wenn wir nun Gl. 14.43 durch GI. 14.41 dividieren, ergibt sich

% . jOJM(RQ —|—ij2 + ZL) - (RQ +ij2) -jwM
U, (R1 + jwLi)(Ra + jwLo + Z}) + w?M?

U, jwM - Z,,

Uy (Ri+jwli)(Re + jwLe + Zp) + w?M?

(14.43)

(14.44)

Fiir die Abschétzung der Leerlaufsituation (Z; — oo) teilen wir noch Zéhler und Nenner durch

Zy
Us _ joM
U, ) Ry  jwLo w2 M2
R L) | == 1
(Ry + jw 1)(ZL+ 7, +1)+ 7.

Damit konnen wir ein paar Sonderfille aus den Ergebnissen ablesen.
Fiir die Kurzschluss-Stromiibersetzung erhalten wir:

I
I

JwM

U,=0 Ry + jwlo

Kurzschluss-Stromiibersetzung

Fiir die Leerlauf-Spannungsiibersetzung ergibt sich:

U,
v,

JwM

I,=0 Ry + jwly

Leerlauf-Spannungsiibersetzung

Die Eingangsimpedanz im Kurzschluss- und Leerlauf-Fall lautet:

w2 M?

T = (R + jwly) + 7

ZLZO

Zj =00

(14.45)

(14.46)

(14.47)

(14.48)

(14.49)

pedanz bestimmen.

Mit Hilfe der abgeleiteten Gleichungen kénnen Sie fiir den verlustbehafteten Transformator die
Stromiibersetzung, die Spannungsiibersetzung und die Eingangsimpedanz bei beliebiger Lastim-
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14.6 1,/1,,U,/U, und Z;, beim verlustlosen Transformator

Hier brauchen wir einfach nur die Gleichungen aus dem letzten Abschnitt zu nehmen und iiberall
R1 = 0 und Ry = 0 einzusetzen. Wir wollen uns aber noch etwas mehr Arbeit machen und wo
immer moglich die Ergebnisse durch & und i ausdriicken. Beginnen wir wieder mit I,/1;:

JwM M
I, JwM JwLa _ Ly

I, jwly+Z, 14 Zy, 14 Zy
Jjwlo JwLa

k-VIiLs L
_ L Ly ___ k- (14.50)

Z Z Z
1+ =L 1+ =% 1+ =L
JwLo JwLo JwLo

Die Umrechnungen von Zg;, und U,/U; sollen hier nicht explizit durchgefiihrt werden. Die
Ergebnisse lauten:

Z
(1—k2)+ ;z
Zgiy = jwl — (14.51)
=L
JwlLs
Uy, k 1
=2 = (14.52)

U, iil+jwls-Y,(1—k2)

Gut interpretieren lassen sich die Ergebnisse fiir den Kurzschluss- und den Leerlauffall:

Ly

7 =—k-i Kurzschluss-Stromiibersetzung (14.53)
41

QQ =0

Sobald der Transformator als ,yverlustlos” angesehen werden darf, laufen I; und I, im Kurzschluss-
Fall gegenphasig und die Amplituden verhalten sich wie k - ii.

U,

U,

iwM M k-IiL
e ko vIila _ k (14.54)
ijl L1 Ll u

£2—

Beim verlustlosen Transformator laufen U, und U, im Leerlauf-Fall in Phase und ihre Ampli-
tuden verhalten sich wie k/ii. Die Eingangsimpedanz im Kurzschluss-Fall lautet:

= jwLi(1 - k%) (14.55)

Ist k fast so grofs wie 1, dann erkennt man, dass am Eingang die Impedanz jwlL, ganz gewaltig
reduziert wird, d. h. auch der Eingang wird fast zum Kurzschluss. Im Leerlauf-Fall ist die Losung
trivial:
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= jwl, (14.56)

Z,

ZL:OO

Mit den hier angegebenen Gleichungen kénnen Sie die Stromiibersetzung, die Spannungsiiber-
setzung und die Eingangsimpedanz des verlustlosen Transformators bei beliebiger Lastimpedanz
bestimmen.

14.7 1,/1,,U,/U; und Zg;, beim verlustlosen Transformator ohne
Streuung
Nun nehmen wir nicht nur an, dass R = 0 und Ry = 0 sind, sondern dass dariiber hinaus k =1

gilt.
Die Gleichungen ergeben sich einfach aus dem letzten Abschnitt.

s .
2 % (14.57)
L~ [, Z
JwlLo
U, 1
= = — 14.58
U, ( )
Jwly
ZL - 9
= A
Zpin = ‘“Z”LQ ==L (14.59)
1+ =L 14+ =L
Jwlo Jwlo

Auffillig ist, dass das Spannungs-Ubersetzungsverhiltnis unabhingig von der Lastimpedanz ge-
worden ist!

Nun wissen Sie, wie einfach die Gleichungen fiir die Stromiibersetzung, Spannungsiibersetzung
und Eingangsimpedanz beim Transformator ohne Verluste und ohne Streuung aussehen.

14.8 Der ideale Transformator

Wenn wir die letzten drei Gleichungen des vorigen Abschnitts betrachten, bemerkt man, dass alles
noch viel einfacher werden kénnte, wenn:

Z
’L <<1 (14.60)

JwLo

In diesem Falle kime man auf folgende Gleichungen:

—= = -1 14.61
7= (1461
U, 1

—= = 14.62
U, @ (14.62)

Zpin =1 Zy, (14.63)
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Die Strome transformieren sich um den gleichen Faktor herunter wie die Spannungen rauftrans-
formiert werden. Die Lastimpedanz iibertriigt sich mit ii? multipliziert auf den Eingang.

Wir erfinden einfach einen solchen Transformator und nennen ihn ,ideal”.

Erinnern wir uns an die Kettenmatrix [A]:

U U
Ay = E*l ; Ajg = —?1
2, 2 |y,—
I 1
Ay = = , Ay = -2 (14.64)
U, I,
12:0 QQ_O
Sie lautet bei so einem idealen Transformator ganz einfach:
i 0
[A] = 0 L (14.65)
i

A, ist wieder die Leerlauf-Spannungsiibersetzung, nur dieses mal steht wieder U; im Zé&hler.
Genauso steht bei der Kurzschluss-Stromiibersetzung Ay, hier 1, im Zéhler. Aufserdem steht das
Minuszeichen schon in der Definition von A,,. Fiir die gemischten Indizes A5 und A gilt: Ist
Uy =0, so muss auch U; = 0 sein und ist I, = 0, so muss auch /; = 0 sein.

Erinnern wir uns noch einmal kurz an Abschn. 11.8  Impedanztransformation®. Hier wurde die

Gl 11.47

AWZ+ A,

W =
— AyZ+ A,

(14.66)

abgeleitet. Setzen wir die [A]-Matrix des idealen Transformators ein, so erhalten wir sofort:

wW=i%-Z (14.67)

was wir in diesem Fall schon vorher wussten.

Nun sind wohl alle iiberzeugt, dass der ideale Transformator ein besonders schénes Objekt ist,
aber die Frage ist natiirlich: Wann diirfen wir einen wirklichen Transformator so behandeln als
wiére er ideal?

Zy,
wly

Es hat also nicht nur mit dem Transformator alleine etwas zu tun, sondern auch mit der Lastim-
pedanz. Ist die Zeigerldnge von Z; klein gegeniiber wlso, diirfen wir vom idealen Transformator
ausgehen (und Ry =0, Ry =0, k= 1).

Manchmal findet man Biicher, in denen steht, dass die Induktivitidt des Transformators un-
endlich grof sein sollte. Das ist nicht genau genug: Zum einen gibt es keine unendlich grofen
Induktivitdten auf dieser Welt, eine Induktivitdt kann nur grof sein, verglichen mit einer anderen
Grofse. Zum zweiten wird es einem nicht gelingen, in eine unendlich grofse Induktivitét iiberhaupt
einen Wechselstrom hineinzubekommen.

Aber der Hinweis auf eine moglichst grofse Induktivitiat geht natiirlich in die richtige Richtung:

Wir kénnen eine gewiinschte Spannungsiibersetzung ii von beispielsweise 10 durch einen Trans-
formator mit w; = 10 und wy = 1 erreichen, aber die Induktivitdten L; und Lo werden dabei
ziemlich klein sein (Gl. 14.29). Mit w; = 1000 und we = 100 werden die Induktivitdten grofer,
womit wir uns den Bedingungen des idealen Transformators anndhern. Entscheidend ist am Ende,

Die Bedingung ist oben in Gl. 14.60 explizit genannt: <<1
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ob wLy grofs genug gegeniiber |Z; | ist.

Nun kennen Sie den idealen Transformator, Sie kennen seine Kettenmatrix [A] und wissen, wann
man einen realen Transformator durch einen idealen Transformator ndherungsweise beschreiben
kann.

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal alle Gleichungen, die fiir den Transformator niitzlich
sind:

real verlustlos verlust- & streu- | ideal Kommentar
Ry =0;R2=0 los Ri=0k=1
R =0;k=1
I, JwM k- i . I, w1
== — - — B —i =~ ——
I Ry + jwLa + Z, (1 i Zy ) (1 n Zy ) lastunabhéngig I w2 '
jwLa jwLa gegenphasig!
lastabhéngig
I jwM
=2 e —k-ii —ii —ii
I Uy=0 Ra + jwlLo
Kurzschluss
U, JwM - Z; k 1 1 U, w2
U +w2M? i ii i U, w
=1 00 1 lastunabhéngig iHlPhase!l
14+ jwLaY (1 —k?)
U, JwM k 1 1
U, R1 + jwly Ui i u
I,=0
Leerlauf
Z
R Wz
Z, (R1 + jwL1) jwlLq - - Jwi2 EL i2 - Zy Impedanz-
202 ZL 2L
w?M 1+ =2 1+ =2 anpassung
Ro + jwla + Z 7, Jw2 Jw2
Ze (Rl +ij1) ijl(l — k‘z) 0 0
ZL -0 w2M2
Kurzschluss | T Ry + jwlo
Z, Ry + jwly Jwly Jwly JwlLy
ZLZOO
Leerlauf
i 0
Kettenmatrix 1 = ~ [A] Uz
0 = I Iy
[A] ii

Tab. 14.1: Wichtige Gleichungen zum Transformator

14.9 Ersatzschaltbilder des Transformators

In diesem Kapitel soll der wirkliche Transformator in eine ,black-box* gepackt werden. Nur seine
vier Anschliisse schauen heraus. Auf diese Schachtel werden wir Schaltbilder zur Beschriftung
aufkleben, die alle etwas verschieden aussehen, aber alle den wirklichen Transformator in der
Kiste gleich gut beschreiben.

Fangen wir an mit dem wirklichen Transformator.
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Abb. 14.7: Wirklicher Transformator in der ,black-box*

Das erste Ersatzschaltbild haben wir bereits bei den Transformatorgleichungen besprochen:

R»] R2

L MWL,
M

Abb. 14.8: Einfache Ersatzschaltung des verlustbehafteten Transformators

An dieser Stelle soll erwdhnt werden, dass das Schaltungssimulationsprogramm PSPICE hieraus
folgendes macht:

Abb. 14.9: Ersatzschaltung des Transformators mit stromgesteuerten Spannungsquellen

Der Transformator wird letztlich auf zwei stromgesteuerte Spannungsquellen zuriickgefiihrt.
Wir wollen ausgehend von Abb. 14.8 die Ersatzschaltung weiter variieren und dabei immer mehr
auf den idealen Transformator zugehen:

R1 L01 /// = LGZ R2
k=1

Abb. 14.10: Ersatzschaltung des Transformators mit Streuinduktivititen und Hauptinduktivititen

Bei diesem Ersatzschaltbild wird der Streufluss in eine Streuinduktivitdt L, hineingelegt, die
nicht mit der anderen Seite verkoppelt ist. Dafiir hat die Hauptinduktivitdt L eine ideale Kopp-
lung (kK = 1).Wohlgemerkt: das ganze Objekt hat von aufen gesehen ein k < 1, aber wir be-
schreiben es in dieser Ersatzschaltung durch einen Transformator mit & = 1 (da wir L,; und Lyo
eingefiihrt haben).

Die Werte, die wir fiir L,1, Lyo, Lpp und Lps wihlen miissen, ergeben sich folgendermafien:
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L= k- L, (14.68)
Lot = (1 — k)L (14.69)
Ly =k - Ly (14.70)
Los = (1— k)L (14.71)
Mit dieser Wahl gilt offenbar:
Ly=Lp+ Ln Ly = Lpa + Ly (14.72)
I I I I I I
L= o+ L L= L+ L (14.73)
w1 w1 w1 w9 w9 w9
P11 = 21 + Po1 P22 = P12 + P02 (14.74)

Dies stimmt mit den Fluss-Gleichungen 14.11 und 14.12 {iberein. Aufierdem gilt:

I I I I
(D11 — Po1) (P22 — Do) <w1L1 B} w1L01> <wQL2 B} szU2>

P11022 £L1 . éLg
w1 w2
_ (L1 — Lo1)(Lg — Ly2) _ (L1 — (1 = k)L1)(Le — (1 — k) Lo)
L1y L1Ly
k-Li-k-Ly
- 7 L 14.75
I I, ( )

Dies stimmt mit der Definitionsgleichung von der Kopplungskonstanten &k (Gl. 14.26) {iberein.
Damit ist bewiesen, dass das Ersatzschaltbild in Abb. 14.10 zusammen mit den Bestimmungs-
gleichungen fiir Lp1, L1, Lps und Lyo, (Gl 14.68 bis Gl. 14.71) zum ersten Ersatzschaltbild des
Transformators dquivalent ist. Nun gehen wir noch einen Schritt weiter und bauen einen idealen
Transformator ein:

Abb. 14.11: Ersatzschaltung des Transformators mit dem idealen Transformator

Der Beweis, dass diese Ersatzschaltung wirklich dquivalent ist, ist etwas ldnglich. Man koénnte
z. B. die Kettenmatrix des Transformators bestimmen und mit der Kettenmatrix von dem Objekt
in Abb. 14.11 vergleichen. Wir wollen hier nur plausibel machen, dass die Eingangsimpedanz von
rechts immer noch stimmt, obwohl die sekundarseitige Hauptinduktivitat Ly gar nicht mehr zu
sehen ist. Betrachten wir nur den idealen Transformator von rechts, so betrigt die Eingangsim-
pedanz

1
ZRechts = ? - JwLpy (1476)
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Dies lasst sich umformen:

Ly . L , ,
ZRechts = fj “jwlp = L%i - jwLlpy = jwLpg (14.77)

Damit erhalten wir die gleiche Impedanz wie in Abb. 14.10, ndmlich jwLps.
Bei der néchsten Ersatzschaltung verschieben wir die sekundarseitige Induktivitdt und den
Widerstand auf die andere Seite des idealen Transformators:

Ry Ly(1k) i%Lo(1k) %R,

(Al =

i
0 1/

Abb. 14.12: Ersatzschaltung des Transformators mit verschobenem idealen Transformator

Wir haben hier zur Abwechslung bei der Beschriftung an Stelle von L,; den Ausdruck L;i(1—k)
verwendet, usw. Zum Beweis, dass die letzten beiden Ersatzschaltungen dquivalent sind, betrach-
ten wir die Kettenmatrizen von den rechten Enden der beiden Abbildungen. Dabei definieren wir
voriibergehend:

Z = jwLea + Ry (14.78)
und erhalten fiir Abb. 14.11
i 0 > i iz
1 Z| £
M -
i i
Fiir die neue Ersatzschaltung aus Abb. 14.12 ergibt sich:
L i2.z] [i0 i iz
- . 1 = 14.
[O 1 } 0 ..] [0 l (14.80)
i i

was offenbar tibereinstimmt.

In diese Ersatzschaltung wurde einmal als Variante ein Parallelwiderstand Rp. eingetragen,
mit dem Wirbelstrom- und Hystereseverluste beriicksichtigt werden kénnen. Die Ersatzschaltung
aus Abb. 14.12 ist sehr niitzlich, wenn wir die Eingangsimpedanz des Transformators bei einer
beliebigen Lastimpedanz Z; bestimmen wollen. Wir erhalten dann folgendes Bild:

Ry Ly(1k) i2Ly(1-k) G°Ry

)
KL 4 iz

[+ \ 4

Abb. 14.13: Eingangsimpedanz des Transformators bei beliebiger Lastimpedanz Z

Es soll noch eine Ersatzschaltung des Transformators vorgestellt werden, bei der auf der rechten
Seite keine Induktivitdt mehr vorkommt:
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Ry (kL KPR,

A=
r[° “Ih

Abb. 14.14: Ersatzschaltung des Transformators, bei der ,rechts keine Induktivitdt mehr vorkommt*

Der Beweis, dass auch diese Ersatzschaltung dquivalent zu den anderen ist, ist wieder etwas
langlich. Z. B. kann man zeigen, dass das Produkt der Kettenmatrizen in beiden Ersatzschaltungen
gleich grof ist:

[1 ij1(1—k)}_ Y .[1 jwﬁQLQ(l—k:)—I—iiQRQ} i (1’]
0 1 JwkLy 0 L 0 i
1 jwLi(l— k?) L0 g2aRy) [R8 0O
o . : 1 Ao ) 1o 1 (14.81)
Jwk?L, k-

Ein ganz anderer Ansatz, um zu einer Ersatzschaltung zu kommen, geht iiber die |Z]-Matrix
und die T- Schaltung (Abb. 11.7):

Ry LM  L,yM R

O \ 4

Abb. 14.15: Ersatzschaltung des Transformators abgeleitet von der T-Schaltung der Impedanzmatrix

Die Kettenmatrix [A] wurde eigentlich nur eingefiihrt, um eine galvanische Trennung zwischen
Eingang und Ausgang auszudriicken.

Diese Ersatzschaltung sieht so einfach aus! Warum baut man nicht gleich nur noch 1:1 Trans-
formatoren und macht den Rest mit einer T-Schaltung? Nehmen wir einmal ein Beispiel:

wli = 10092, wLo = 182, damit ist 1 = 10 und wM = /100 -1 = 10.

In der Ersatzschaltung ist dann wl, — wM = 9082, und wlLy —wM = —9Q. Das ist verbliiffend:
diese Impedanz ist negativ! Der Ersatzschaltung macht das nichts aus, sie beschreibt den Trans-
formator in der ,black-box“ richtig. Aber zum Nachbauen briduchten wir eine negative Impedanz.
Das wére nicht ganz unmoglich, wir nehmen einen Zweipol mit gesteuerten Quellen, s. Abschn.
9.2. Aber meistens ist das dann doch teurer als ein schlichter Transformator.

Vergleichen wir die letzten drei Ersatzschaltungen, so haben wir drei verschiedene Kettenma-
trizen fiir den idealen Transformator verwendet und entsprechend den Rest der Schaltung so
verdndert, dass nach aufen alles beim Alten bleibt. Offenbar hat man bei der Wahl der Ersatz-
schaltung einen Parameter frei, den man so wéhlen kann, wie es gerade niitzlich ist. Nennen wir
diesen Parameter einfach g und konstruieren folgende Ersatzschaltung:

Ry Ly-gM g°Ly-gM g?R,

O \ 4

Abb. 14.16: Ersatzschaltung des Transformators mit dem freien Parameter g
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Aus dieser Ersatzschaltung lassen sich alle drei vorhergehenden Ersatzschaltungen ableiten. Am
Einfachsten ist es, wenn wir ¢ = 1 wéhlen. Ganz offensichtlich kommt die Ersatzschaltung aus

Abb. 14.15 dabei heraus.
Wiéhlen wir g = 1, so gilt fiir die drei Induktivitdten der Ersatzschaltung:

Ll—UM:Ll—\/>k' \/E Lll_ :Lol
L

2Ly — i+ M = i’ (Lz—\/f"‘“\/ﬁ) = iLy(1 — k) = i* Lo
1

L
i M= L—l-k-\/Lngzkle:th
2

Damit haben wir genau die Ersatzschaltung aus Abb. 14.13 erhalten.
Wahlen wir schliefslich g =k - i , so gilt fiir die drei Induktivitaten

—k-i-M=1L,— ,/ /LiLy = Li(1 — k?)
L
k2 2Ly — k-ii- M = k:2 1- _ k2. 1/ \/L1Ly =0

L
k-ﬁ-M:k?,/Li'\/Lng:/&Ll
2

und dies entspricht der Ersatzschaltung aus Abb. 14.14

(14.82)

(14.83)

(14.84)

(14.85)

(14.86)

(14.87)

des Transformators verwenden kann:
e mit stromgesteuerten Spannungsquellen (Abb. 14.9)

e mit Streu- und Hauptinduktivititen und idealem Ubertrager (Abb. 14.11)

e als T-Schaltung aus der Impedanzmatrix (Abb. 14.15)

Man erkennt insgesamt, dass man je nach Anwendung ganz unterschiedliche Ersatzschaltbilder

e mit seckundirseitigen Bauelementen, die vor den Ubertrager gezogen werden (Abb. 14.12)

e auf eine Art, bei der die sekundérseitige Induktivitat ganz verschwindet (Abb. 14.14)

14.10 Frequenzverhalten von Ubertragern

In der Hochfrequenztechnik ist es oft notig, eine Impedanzanpassung durchzufiihren, damit die
Leistung einer Quelle mit einem gegebenen Innenwiderstand optimal an eine Last iibertragen

werden kann.
Abb. 14.17 zeigt ein einfaches Beispiel:
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RL

|
M

Abb. 14.17: Leistungsiibertragung von einer Quelle mit dem Innenwiderstand R; an eine Last Ry,

Wir gehen vom Ersatzschaltbild in Abb. 14.13 aus und wéhlen zunéchst den Fall Ry = 0,
Ry =0, k =1. Dann gilt:

Abb. 14.18: Ersatzschaltung nach Abb. 14.13 mit R; =0, R2 =0, k=1

Optimale Leistungsanpassung liegt vor, wenn wir konjugiert komplex anpassen. Das ist hier
nicht moglich. In einer einfachen Abschétzung wihlen wir die Grofen so, dass wlq zehnmal grofer
ist als i?Ry, damit der Fehler nicht so grof ist, wenn wir einfach i so wihlen, dass R; = ii2Ry,
gilt.

Beispiel: gegeben: R; = 502, Ry, = 100012, w = 27 - 100kH 2z

daraus folgt: i = 1000 i=0,224

= wli = 50012 L1 ~0,8mH
= Lo ~ 16mH (wegen i = 0,224) (14.88)

Diese Leistungsanpassung ist nun fiir eine Frequenz gelungen. Manchmal liegt aber auch ein
Frequenzgemisch am Eingang vor. Wie breit ist der Frequenzbereich mit optimaler Leistungsiiber-
tragung und was passiert aufierhalb dieses Frequenzbereichs?

Hier wollen wir etwas genauer hinschauen und berticksichtigen, dass k etwas kleiner als 1 ist.

R (1)L

Yo l L KPR,

Abb. 14.19: Ersatzschaltung nach Abb. 14.14 mit Ry =0, R2 =0

Bei niedrigen Frequenzen kann die Induktivitit in Reihe mit R; wegen des Faktors (1 — k?)
vernachléssigt werden (k =~ 1). Wir kommen zu folgender Ersatzschaltung:

R.

|
—_

Yo l L KPR,

Abb. 14.20: Ersatzschaltung fiir niedrige Frequenzen

Die Schaltung verhélt sich wie ein Hochpass, niedrige Frequenzen werden durch die Induktivitit
k2L kurzgeschlossen.
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Die Grenzfrequenz betragt

K*i*R;, ., Rp R;
wu ey = u R -— =

k2 Ly Ly k2L

wenn R; = K*i®Ry, (14.89)

Fiir sehr hohe Frequenzen kann der Strom durch die Induktivitit k2L, gegeniiber dem Strom
durch die Last vernachléssigt werden:

R (1-k2)L4

Uo l K2i%R,

Abb. 14.21: Ersatzschaltung fiir hohe Frequenzen

Diese Schaltung zeigt das Verhalten eines Tiefpasses mit der Grenzfrequenz

k2ﬁ2RL N R;
(1-k)L;  (1—k)L,

(14.90)

wo =

Zusammengefasst zeigt der Ubertrager das Verhalten eines Bandpasses. Das Verhiltnis von
wo/wy betragt:

wo Ri k2L1 k2
- _ . = 14.91
Wy (1 — k2)L1 RZ‘ (1 — k2) ( )

Dieses Verhéltnis ist um so grofer, je ndher k£ der 1 kommt, d. h. der Durchlassbereich wird
immer breiter je besser die Kopplung ist.
Kommen wir wieder zu unserem Beispiel von oben. Mit der Annahme k& = 0,99 folgt

50 1 1

— -~ =6,4-10"~ = 10kH 14.92

YT 10,9928 104 s s : (14.92)
50 1 61

_ S =3,1-100° — 500kH 14.93

Yo T 1-0,992-8-104s s o : (14.93)

Der Ubertrager erreicht also eine relativ breitbandige Impedanzanpassung.

In diesem Kapitel haben sie gelernt, wie man mit Transformatoren in der Hochfrequenztechnik
eine Impedanzanpassung erreicht. Sie konnen die Bandbreite abschitzen und wissen, dass die
Bandbreite um so grofier ist, je ndher k bei 1 liegt.

14.11 Beispiel zum Leistungstransformator

In Abb. 14.12 haben wir ein Ersatzschaltbild des Transformators kennengelernt, welches die Kern-
verluste beriicksichtigt:
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Abb. 14.22: Ersatzschaltbild eines Leistungstransformators mit Kernverlusten

Wir wollen die Grofen des Ersatzschaltbildes bestimmen. Die Aufschrift des Transformators
lautet:

36kVA /12kV/525V /50H z.

36kVA ist die Nennleistung und 12kV die primérseitige Nennspannung, d. h. die Leistung und
Priméarspannung, fiir die der Transformator zugelassen ist. Der primérseitige Nennstrom betrigt
damit 3A. 525V ist die zur Eingangsspannung von 12kV gehorende Leerlauf-Ausgangsspannung.
Damit betrigt das Ubersetzungsverhiltnis

i = 12kV/525V = 22,86 (14.94)
Aus dem primérseitigen Nennstrom von 34 und dem eben bestimmten i = 22,86 folgt der

sekundarseitige Nennstrom

34-22,86 = 68,64 (14.95)

Um weitere Grofsen des Ersatzschaltbildes zu bestimmen, miissen Messungen gemacht werden.
Als erstes wird im Leerlauf bei der Nennspannung von 12kV ein primérseitiger Strom von 60mA
und eine Leistungsaufnahme von 120W gemessen:

Ui = 12kV  Usp = 525V (14.96)

I = 60,8mA Pio = 120W (14.97)

Aus diesen Angaben kann man den Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung bestimmen
(s. Abschn. 5.5 Gl. 5.42).

P
5= cos(ui) (14.98)
In diesem Beispiel gilt:
120W
ui) — = ,1 4 14.
c0s(Pui) = Tokv - 60.8ma 1040 (14.99)

Vernachlassigen wir Ry und jwLi(1 — k) gegeniiber der Parallelschaltung aus jwkL; und Rp.
ergibt sich folgende Ersatzschaltung:

Lges Ire

Im(l)

Abb. 14.23: Ersatzschaltung im Leerlauf und Zeigerdiagramm der Strome
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Wir sehen, dass

IFe = IlO : COS((bui) = 10mA (14.100)
IM = IlO . sm(d)m) = 60mA (14.101)

Daraus folgt der Widerstand Rp.:

Rpe = —2 =1,2MQ (14.102)

und auch k - L kann bestimmt werden:

whLy = 20— 200k0)
IM
kLy = 636,6H (14.103)

Nun wird als zweites eine Messung beim sekundérseitigen Kurzschluss durchgefiihrt. Hierbei
wird der primérseitige Strom auf den Nennstrom von 3A eingestellt und gemessen.

Uig = 12123V
P = 600W (Kupferverluste)

Wir stellen folgende Ersatzschaltung auf:

.2
Ry+0"Ry  2L4(1-k)

Re(2)

Abb. 14.24: Ersatzschaltbild bei der Kurzschluss-Messung und Zeigerdiagramm der Spannungen

Die gemessene Leistung Pix = 600W wird insgesamt im ohmschen Widerstand Ry + %Ry
,verheizt”. Daraus folgt:

P
Ry +ii®Ry = 3% = 66,670 (14.104)
Iik
Die Scheinleistung betrigt
Sik = Lk - Uig = 3A - 12123V = 36369VA (14.105)

Damit erhalten wir den Phasenwinkel ¢,

P
cos(pui) = ﬁ =0,0165 ¢y = 89,055° (14.106)
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Nach dem Zeigerdiagramm in Abb. 14.24 gilt

w2L1(1 - k)
t wi) = o5~ = 60,61
anlPui) = R P Ry)
..2
o Ly(1— k) = R“;i;lR? tan(gus) = 6,431 H (14.107)

Nun haben wir zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten zur Bestimmung von k& und Ly:

L1 = Ll(l — k?) + kLq

= 6,431H + 636,6H = 643,0H (14.108)
636, 6

= 2222 = 0,990 14.109

e : ( )

Da 1ii bereits bestimmt wurde, kann auch Ly berechnet werden:

L
Ly =~y =1,231H (14.110)

u

Wir haben an diesem Beispiel typische Werte eines Leistungstransformators kennengelernt. Au-
flerdem haben wir gesehen, wie durch Messungen von Spannungen, Stromen und Wirkleistungen
im Leerlauf und im Kurzschlussfall alle Grofen des Ersatzschaltbildes bestimmt werden kénnen.

@ | Aufgabe @ | Aufgabe
,Hochspannungs-Gleichstrom- ,Der Transformator*
Ubertragung (HGU) »ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN
»ILIAS: Onlineaufgaben zu LEN




15 Elektromechanische Systeme, Sensoren
und Aktoren

In diesem Kapitel werden Méglichkeiten vorgestellt, wie die in dieser Vorlesung erlernten Metho-
den der elektrischen Schaltungsanalyse auch zur Beschreibung und Analyse von verschiedenen
mechanischen Systemen eingesetzt werden kénnen. Auch in der Mechanik werden oft sinusférmige
Vorginge betrachtet. So konnen mechanische Systeme lineare Schwingungen ausfiihren oder sie
kénnen rotieren. Dann interessiert man sich sowohl fiir Amplituden als auch fiir die Phasenlage
von Kriften und Bewegungen — genau wie in der Elektrotechnik.

Die Verkniipfung von elektrischen und mechanischen Vorgéngen zu einer gemeinsamen Beschrei-
bung, wie sie eben als ,interessante Option“ dargestellt wurde — wird notwendig, wenn elektro-
mechanische Systeme analysiert werden sollen. Ein besonders wichtiges Beispiel fiir elektromecha-
nische Systeme sind die Sensoren und Aktoren, bei denen mechanische Grofen wie Auslenkung,
Kraft oder Druck in elektrische Grofen wie Strom oder Spannung iibersetzt werden sollen (oder
umgekehrt).

Der Autor dieses Skriptes findet diese Methoden sehr interessant und bemerkenswert, deshalb
ist ihnen hier ein Kapitel gewidmet. Eine ausfiihrliche Behandlung bleibt aber einer Spezialvorle-
sung zu diesem Thema vorbehalten.

Der Inhalt dieses Kapitels (15) wird nicht in der Klausur abgefragt.

15.1 Analogie zwischen elektrischen und linear-mechanischen
Differentialgleichungen

Betrachten wir einmal die Spannungen in einem Serienschwingkreis fiir den allgemeinen Fall einer
beliebigen Zeitabhangigkeit. Es gilt nach Kapitel 4.2:

u=L - —+R - —+ = bzw. u=L-—+R-1+ =

15.1
dt? a C dt C (15.1)

d’Q aQ Q di 1 /Z,dt

Nun vergleichen wir diese Gleichungen mit der Gleichung, die fiir die Kréfte in einem linearen
mechanischen System bestehend aus einer Feder, einer Masse und einem Dampfer aufgestellt
werden kann:

bzw. F:m-d—v

x
i = . k- dt 15.2
72 a1 dt+c v+ /v (15.2)
k

Man erkennt sofort die Analogien. Formal kénnen wir so ein Feder-Masse-System in einen elek-
trischen Schwingkreis umwandeln — und umgekehrt. Tabelle 15.1 zeigt eine Ubersetzungstabelle.
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F: Kraft u: Spannung
x: Weg Q: Ladung
v: Geschwindigkeit ir Strom

c: Dampfung; F=c-v

R: Widerstand; u = R -4

m: Masse

L: Induktivitat

1/k: Federkonstante k; F =k - x

1
C: K itat; u = — -
apazitat; u c Q

Tab. 15.1: Ubersetzungstabelle: lineare Mechanik in elektrische Schaltungen

15.2 Schaltungssymbole fiir die lineare Mechanik und duale

Schaltungen

Entsprechend der eben vorgestellten Tabelle konnen Feder, Dampfer, Masse, Hebel und mecha-
nische Quellen in Kondensator, Widerstand, Induktivitat, Transformator und Strom- bzw. Span-
nungsquelle {ibersetzt werden. Die folgende Tabelle zeigt auch die iiblichen Symbole aus der Me-

chanik:

VYY YD Feder

F=k-x Kondenlsator:
U=|(—=]"-
(c)-
-_->_° Déampfer F=c-wv Ohmscher Widerstand:
U=R-i
—o d
—O Masse F=m-% Induktivitit:
dt U1 di
=L~
\% F
1 v m_ % 0 TR
Hebel v ] =1y 1 [v ] Transformator:
! Ui 2 Ul . u (1] u9
lh u
U
Ay O_D@\V_Q
Bewegungsquelle AV Stromquelle:

o—@—o

Kraftquelle

Spannungsquelle:

o—e—o

u

Tab. 15.2: Bauelemente der linearen Mechanik

Bemerkenswert ist der Vergleich zwischen dem Hebel und dem Transformator, der sich in voll-
kommen &quivalenten Kettenmatrizen ausdriickt. Die Symbole fiir die Bewegungsquelle und die
Kraftquelle deuten an, wie diese Objekte realisiert werden konnen, und wie die Analogie zur
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Strom- bzw. Spannungsquelle zu verstehen ist.
Damit kdnnen mechanische Systemen durch einfache Symbole formalisiert beschrieben werden.
So konnen leichter die Differentialgleichungen aufgestellt werden, und die Ubersetzung in eine

elektrische Schaltung ist ebenfalls moglich. Abbildung 15.1 zeigt ein einfaches Beispiel einer Masse,
die auf einer Feder liegt und von oben mit der Kraft F' ausgelenkt wird.

&

RO B S

ol

C
R

BSSIINNY ebenfalls mdglich

Abb. 15.1: Ubersetzung eines mechanischen Systems in eine duale Schaltung

Dass das Ganze auch wirklich praktische Anwendungen hat, zeigt Abbildung 15.2. Es handelt
sich um ein Wégesystem. Waagen sollen durch die Auslenkung die Kraft anzeigen, mit der die
Masse auf der Waage von der Erde angezogen wird (Gewicht). Leider neigen Waagen dazu, zu
schwingen. Damit muss man manchmal sehr lange warten, bis der endgiiltige Wert abgelesen wer-
den kann. Schwingungsdampfer sind nétig, aber diese verzogern zunéchst die schnelle Einstellung
des Endwertes. Wie kann so ein mechanisches System optimiert werden? Abbildung 15.2 zeigt
eine Variante mit einem Schwingungsddmpfer und rechts daneben die dquivalente Schaltung. Im
Prinzip kann man nun mit PSPICE die Schaltung analysieren und optimieren.

lF
m,

L R
! A sfezal] A I
k ko ‘2 VC
1 m 1
2 C
N AN

Abb. 15.2: Wigesystem mit Schwingungsddmpfer

Ubrigens ist auch eine etwas andere Ubersetzungstabelle erlaubt. Vergleichen wir folgende Dif-
ferentialgleichungen:

du 1
_ a1 15.
i=C dt+G u+L /udt (15.3)

d
F:m~d:+c-v+k-/vdt (15.4)

so ist wieder eine Analogie erkennbar, die auf folgende Ubersetzungstabelle fiihrt:
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F: Kraft i: Strom

x: Weg ®mag: magn. Fluss
v: Geschwindigkeit u: Spannung

c: Dampfung G = 1/R: Leitwert
m: Masse C: Kapazitat

1/k: Federkonstante k L: Induktivitét

Tab. 15.3: Alternative Ubersetzungstabelle (diese Ubersetzungstabelle wird in diesem Skript nicht weiter ver-
wendet)

Zur Erlauterung: Hier ist ¢nae der magnetische Fluss

Gmag = L - 1 magnetischer Fluss (15.5)

fiir den folgende Beziehungen gelten:

dpma
¢mag=L-z':/udt Pmag _ (15.6)

dt

Wenn der Leser die Gleichungen dieses Kapitels mit den Gleichungen in anderen Biichern ver-
gleicht, so sollte man erst priifen, welche Ubersetzungstabelle der Autor des anderen Buches
gewdhlt hat.

15.3 Analogie zwischen elektrischen und rotatorischen
Differentialgleichungen

Stellen wir uns eine (oder mehrere) Massen vor, die an rotierenden Achsen angebracht sind, iiber
Drehfedern in die Ausgangslage zuriick gezogen werden und tiber Keilriemen ineinander greifen.
Wir erhalten aus der Physik die zugehorigen Differentialgleichungen und erkennen wieder die
Analogie zur Elektrotechnik:

di | .
dw .
T:J-dtJrrR-erk:o/wdt (15.8)

wobei die mechanischen Gréfien mit Buchstaben abgekiirzt werden, die der folgenden Uberset-
zungstabelle zu entnehmen sind:

T: Drehmoment 7 x F' u: Spannung
¢: Drehwinkel Q: Ladung

d
w: Winkelgeschwindigkeit; ditb i: Strom
rgr: Drehddmpfung; T'=rg - w R: Widerstand; u =R - ¢
J: Trégheitsmoment L: Induktivitat

1

1/k*: Federkonstante; T' = k* - ¢ C: Kapazitat; u = o Q

Tab. 15.4: Ubersetzungstabelle: rotatorische Mechanik in elektrischen Schaltungen

Damit kénnen auch rotierende mechanische Systeme in dquivalente elektrische Systeme iiber-
setzt werden.
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Die folgende Tabelle zeigt die Schaltungssymbole der Bauelemente fiir rotatorische mechanische
Systeme:

Drehfeder T=k-¢ Kondlensator:
[}
[ ]
[, [ ] O
. ) dg .
Drehdémpfung T=r- s rew Widerstand:
Drehreibung u=R-1
d? d
° :I ° Tréagheitsmoment T=J- Wf =J- d—L: Induktivciitét
U=L-—
_ dt
:P1 1 ) 1
T1 T _ T 1 T2
_%—°-|- i 0
% Getriebe (C;,i) = (O 1) (c;;) Transformator
1
Drehwinkel-Quelle Stromquelle
Drehmoment- Spannungsquelle
Quelle

Tab. 15.5: Bauelemente der rotatorischen Bewegung

Interessant ist, dass hier die Drehfeder zum Kondensator, das Tragheitsmoment zur Induktivitat
und das Getriebe zum Transformator wird.

15.4 Analogie zwischen elektrischen und gasdynamischen bzw.
akustischen Differentialgleichungen

Auch hier zeigen wir den Vergleich der Differentialgleichungen:

di
u TRt / (15.9)
[ dq
Ap = dt 15.1
pP=py T q+%VO q (15.10)

Hierbei haben die gasdynamischen Grofen die Bedeutung, die in der Tabelle 15.6 angegeben
sind:
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Ap: Druckzunahme u: Spannung
AV: Gasmenge = [ gdt Q: Ladung
d

q: Volumenfluss; dit/ =v-A i: Strom

r: Flusswiderstand; Ap=1-g¢q R: Widerstand; u = R - 4
{ I d

Py akustischeMasse; Ap = p - 1 d—z L: Induktivitat :

) 20, ,Kompressibilitdt“; Ap = —k - po AV | C: Kapazitdt; u = — - Q
Vo Y ¢

Tab. 15.6: Ubersetzungstabelle: Akustik in elektrische Schaltungen

Gerade in der Akustik wird diese Analogie konsequent genutzt, um akustische Systeme zu op-
timieren. Beispielsweise spricht man von der ,akustischen Impedanz‘ und ist bemiiht zwischen
einer Quelle (z. B. einem Lautsprecher) und einem Ausbreitungsmedium (z. B. Luft) eine Im-
pedanzanpassung zu erreichen, damit die Schallleistung optimal abgestrahlt wird. Auch bei der
medizinischen Bildgebung mit Ultraschall spielt die Impedanzanpassung eine wichtige Rolle.

15.5 Analogie zur Fliissigkeitsstromung in elastischen Rohren

Die physikalische Differentialgleichung, die das System beschreibt, lautet:

d¢ 1
Ap=L-—+R- — - dt 15.11
p o TRt / ¢ (15.11)
und wieder erkennt man sofort die Analogie zur Elektrotechnik. Die folgende Tabelle erklart die

verwendeten Groken und gibt die Ubersetzung explizit an.

Ap: Druckzunahme u: Spannung
AV = [ ¢dt: Fliissigkeitsmenge Q: Ladung
¢: Fliissigkeitsfluss i: Strom
R: Flusswiderstand; Ap = R - ¢ R: Widerstand; u =R - ¢
R
R = A Flusswiderstand pro Langenabschnitt Az
z
8
R = —774 (mit: n: Viskositat der Fliissigkeit)
L: Inertanz (,Massentrigheit®) L: Induktivitat
L
L' = NG Intertanz pro Langenabschnitt Az des Rohres
z
L' = LZ (mit rho: Dichte und ro: Radius des Rohres)
L}
AV 1
C: Compliance; Ap = NeB C: Kapazitat; u = el Q
C
C' = N Compliance pro Langenabschnitt Az
z
, 3mrd

(mit E: Elastzitdtsmodul der Gefafiwand und
d: Wanddicke)

2Fkd

Tab. 15.7: Ubersetzungstabelle: Fliissigkeitsstromung in elastischen Rohren

Jede zeitliche Anderung des Flusses ¢ fiihrt auf Grund der Massentrigheit (Inertanz L) zu einer
lokalen Druckzunahme. Der Stromungswiderstand R bewirkt einen Druckabfall, der proportional
zum Fluss ist. Sammelt sich an einer Stelle Fliissigkeitsvolumen an ([ ¢dt), so geht das nur, wenn
sich das elastische Rohr dehnt, was wiederum eine lokale Druckzunahme bewirkt.




15.6. ELEKTROSTATISCHER KAPAZITIVER DRUCKSENSOR 241

Diese Analogie hat eine interessante Anwendung in der Medizintechnik: die Blutgefifie des
Menschen sind elastische Rohre. Damit kann ein kurzes Stiick einer Arterie durch eine elektrische
Ersatzschaltung dargestellt werden:

AR AL L ° AR Stromungswiderstand AG: Abfluss ins venose System
G AC i
T o AL: Inertanz AC': Compliance

o

Abb. 15.3: Elektrisches Ersatzschaltbild von einem Segment des Blutgeféfisystems

Nun kann man das gesamte arterielle und vendse System des Kreislaufes durch einige hundert
Einzelelemente modellieren und zu einer Gesamtschaltung zusammensetzen. Das Herz ist dabei
eine Stromquelle. Die an verschiedenen Stellen im Korper messbare Druckwelle, also der Puls,
entspricht der Spannung. Ein verstopftes Blutgefafs (,,Stenose”) entspricht einem lokal erhohten
Widerstand, eine reduzierte Dehnbarkeit wird durch eine kleinere Compliance wiedergegeben.

15.6 Elektrostatischer kapazitiver Drucksensor

Das grundlegende Prinzip eines elektrostatischen kapazitiven Drucksensors zeigt Abbildung 15.4.
Das Medium, in dem der Druck bestimmt werden soll, driickt von links auf eine Membran, die bei
einer Druckzunahme durchgebogen wird. Die mechanische Riickstellkraft wird um so grofer, je
grofer die Auslenkung ist. Die bewegliche Membran stellt eine Seite eines Plattenkondensators dar,
die andere Seite ist eine feste unbewegliche Metallplatte. Dazwischen, also quasi als Dielektrikum
des Kondensators, befindet sich ein Gas mit einem Referenzdruck, also z. B. 1013mbar oder Ombar
(Vakuum). Der Plattenkondensator wird mit einer Spannung Uy ,vorgespannt®. So wirken auf die
bewegliche Membran immer zwei Arten von Kréften: die mechanische und die elektrische, denn
die Platten des aufgeladenen Kondensators ziehen sich mit der Coulomb-Kraft an.

Abb. 15.4: Elektrostatischer kapazitiver Drucksensor

Die mechanische und die elektrische Kraft sollen berechnet werden und als Funktion der beiden
Grofsen ,Geschwindigkeit v und ,Strom i“, die sich nach Tabelle 15.1 entsprechen, dargestellt
werden.

Die Feldenergie im Kondensator ist (siche Feldtheorie):

Q1 2
Wa=os=5CU (15.12)

Die Kapazitét eines Plattenkondensators ergibt sich zu:

C =eeqp -

A
— 15.1
. (15.13)
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woraus folgt:

1 A
Wo =5 e = U? (15.14)
Die Anziehungskraft zwischen den beiden Platten des Kondensators erhélt man als Ableitung

der Feldenergie nach dem Abstand der Platten d:

W 1 A 9
_ — Z . een - — - 15.1
5 5 €60 o U (15.15)
Nun ist die tatséchliche Spannung am Ausgang immer die Summe aus der angelegten Spannung
Up und einer kleinen zusédtzlichen Spannung wu, die durch die Druckbeladung der Membran am

Ausgang erscheint. Diese Spannung u ist das eigentliche Ausgangssignal des Sensors.

Fel:

U=U+u (15.16)

Dies kann man in die Gleichung fiir die elektrische Kraft einsetzen. Der Term mit u? wird
gegeniiber den anderen Termen in der Summe vernachléssigt.

1 A
Fa=3-cco- 55 (U§+2U0u+fj (15.17)

Auch die elektrische Kraft wird als Summe aus der ,Vorspannung®* durch die Spannung Uy und
die zusétzliche Kraft dargestellt. Damit erhalten wir:

1 A C- U
Fel:FUo+felz5'660'9'2'(]0‘“: d

Nun ist fiir den Fall, dass sich die mechanische Beladung nicht @ndert:

cu (15.18)

1
_ L 15.19
u= 5l ( )
so dass wir auch schreiben konnen:
Uy .
— . 15.2
Zel jwd L ( 5 0)

Dies ist das erste Teilergebnis: die zusétzliche elektrische Kraft als Funktion des Stromes. Fiir
die Bestimmung der mechanischen Kraft verwenden wir:

fmech =k-z=k- /Udt (1521)

Fiir sinusférmige Signale gilt:
LI Z 15.22
imech_jiwy_fm.y ( d. )

Damit kénnen wir die mechanische Kraft als Funktion der Geschwindigkeit schreiben. Den
Vorfaktor kiirzen wir mit Z,,,.., ab und nennen ihn ,mechanische Eingangsimpedanz bei offenem
Ausgang®.
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Die gesamte Kraft auf die Membran ist nun die Summe aus der elektrischen Kraft und der
mechanischen Kraft:

[=Zp vt —i (15.23)

Mit diesen Ergebnissen gelingt es, die Impedanzmatrix des Sensors anzugeben:

Yo
[f} — ?Jm Jwd [v] Impedanzmatrix (15.24)
U 0 A 2

jwd ¢

Auf der linken Seite stehen die beiden Grofen f und u, die sich nach Tabelle 15.1 entsprechen.
Auf der rechten Seite finden wir die analogen Groéfsen v und i. Alle Koeffizienten haben die Be-
deutung einer Eingangsimpedanz beziiglich einer Variablen fiir den Fall, dass die andere Variable
konstant gehalten wird — genau wie bei der Diskussion der Impedanzmatrix in Kapitel 11.2. So
wurde fiir die mechanische Eingangsimpedanz der Strom zu Null gesetzt, und fiir die elektrische
Ausgangsimpedanz wurde der Druck konstant gehalten. Im tatséchlichen Betrieb wird aber auch
immer ein kleiner Strom am Ausgang fliefsen. So wird auch die elektrische Impedanz, mit der der
Sensor belastet wird, das Signal beeinflussen. Auch wird eine konstruktive Verdnderung der me-
chanischen Eingangsimpedanz die elektrische Ausgangsimpedanz des Sensors verdndern. Alle diese
zunéchst recht uniibersichtlichen gegenseitigen Beeinflussungen werden mit der oben angegebenen
Vierpolmatrix exakt wiedergegeben.

Alle Eigenschaften des Sensors sind in charakteristischer Weise frequenzabhéngig, d. h. der
Sensor reagiert auf unterschiedlich schnelle Anderungen der Eingangsgréfien verschieden. Fiir sehr
hohe Frequenzen geht beispielsweise die elektrische Ausgangsimpedanz des Sensors gegen Null, d.
h. sehr hohe Frequenzen werden kurzgeschlossen (Tiefpass).

Schliefslich beobachtet man bei unterschiedlichen Frequenzen verschiedene Phasenlagen zwischen
einem sinusformigen Eingangssignal (Druckschwankungen) und dem sinusférmigen Ausgangssignal
(Wechselspannung). Ist der Sensor Teil eines Regelkreises in der industriellen Automatisierung ist
dies von ganz zentraler Bedeutung: Leicht kann in einem bestimmten Frequenzbereich aus einer
erwiinschten Gegenkopplung eine unerwiinschte Mitkopplung werden.

Zusammenfassend erkennt man, dass die Vierpoltheorie hervorragend geeignet ist, den Entwick-
ler bei der Optimierung der Sensoreigenschaften zu unterstiitzen.

15.7 Piezoelektrischer Sensor

Das Prinzip eines piezoelektrischen Sensors zeigt Abbildung 15.5. Eine Kraft oder eine Druckwelle
wirkt auf die Oberseite des Sensors. Durch den piezoelektrischen Effekt wird zwischen der Ober-
und der Unterseite des piezoelektrischen Materials ein Spannung erzeugt. Die Spannung ist das
Ausgangssignal des Sensors.

Last

™~

e
—

Abb. 15.5: Piezoelektrischer Drucksensor
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So konnen Krifte und Driicke gemessen werden. Ist der Sensor fiir den Frequenzbereich von
500H z bis 20k H z ausgelegt, so ist er als Mikrofon zu verwenden. Ist er fiir den Frequenzbereich
1M Hz bis 20M Hz geeignet, so kann man ihn als Ultraschallsensor in einem System fiir die
medizinische Bildgebung mit Ultraschall einsetzen.

Fiir diesen Sensor soll die Kettenmatrix bestimmt werden. Nach Kapitel 11.4 wissen wir, dass
nun die Eingangsgrofen (f und v) auf der linken Seite und die Ausgangsgrofen (u und —i) auf
der rechten Seite der Matrixgleichung stehen sollen.

Die erste physikalische Grundgleichung fiir piezoelektrische Materialien, die wir hierfiir benoti-
gen, lautet:

Q=-S5 -z (15.25)

Das bedeutet: an den Aufenflichen des Kristalls entsteht bei Anlegen einer Auslenkung = (also
bei einer kleinen Verschiebung) eine Ladung @), die proportional zur Auslenkung ist. Differenzieren
nach der Zeit ergibt:

aQ

dt = iPiezo =-S-v (15.26)

Hierbei wird die Spannung konstant gehalten. Wird hingegen die Spannung gedndert und dabei
die Auslenkung festgehalten, so verhélt sich der Sensor wie ein Kondensator.

ikon = JwC - u (15.27)

Beides zusammengenommen ergibt:

i=—5-v+jwC-u (15.28)

Nach v aufgelost erhalten wir eine Zeile aus der Kettenmatrix:

L + L it Z b
—= U mi =
s's.z, ¢ £e = 5wl

v = (15.29)
Eine weitere Gleichung, die aus den physikalischen Eigenschaften des Piezomaterials folgt, lau-
tet:

fPiezo =5-u (1530)

Das heisst: bei Anlegen einer Spannung an den Piezokristall entsteht an den Grenzflachen eine
Kraft, die proportional zur Spannung ist. Hierbei wird die Auslenkung festgehalten.

Der Proportionalitétsfaktor ist identisch mit dem oben in Gleichung 15.25 beschriebenen Koef-
fizienten S.

Die so beschriebene , Piezokraft stellt nur die eine Kraftkomponente am Sensor dar. Wird
der Kristall ausgelenkt entsteht auch eine mechanische Riickstellkraft, die aus der Elastizitat des
Kristalls folgt:

f —

< mech jw ’ v (1531)

Zusammen genommen erhalten wir:
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f=Zn-v+5-u (15.32)

Setzt man fiir v das Ergebnis aus Gleichung 15.29 ein, so erhalten wir die zweite Gleichung fiir
die Kettenmatrix:

i 1
j——zm-§+zm-@~y+s-g (15.33)

Damit kénnen wir die Kettenmatrix eines piezoelektrischen Sensors angeben:

VA Z

S + =m =m
S Z, S

m - e {_“2] (15.34)
S-Zy S

Ahnlich wie im Kapitel ,Ersatzschaltbilder des Transformators* (14.9) wird die Beschreibung
iibersichtlicher, wenn man die mechanische Eingangsimpedanz und die elektrische Ausgangsimpe-
danz vom eigentlichen mechanoelektrischen Wandler abtrennt:

o—{ 1
Zm ASensor | | Ye|
O]

Abb. 15.6: Kettenmatrix von Sensoren: Abtrennung der mechanischen Eingangsimpedanz und der elektrischen
Ausgangsimpedanz

Wieder kann mit dieser Vierpol-Beschreibung eine systematische Optimierung von Sensitivitét,
Frequenzgang und Phasenverschiebungen zwischen Eingang und Ausgang durchgefiihrt werden.

Bei der Beschreibung von elektrischen Vierpolen wurde deutlich, dass bei einem Vierpol auch
Eingang und Ausgang vertauscht werden konnen. Die mathematische Beschreibung bleibt im
Prinzip die gleiche. Vertauschen wir in diesem Beispiel Eingang und Ausgang, so wird aus einem
Mikrofon ein Lautsprecher und aus einem Ultraschall-Detektor ein Ultraschall-Sender.

15.8 Elektrodynamischer Drucksensor

Das Funktionsprinzip zeigt Abbildung 15.7

VA ‘po m
W ) . Y
k U N 0= H c
S

Abb. 15.7: Elektrodynamischer Drucksensor

Der zu messende Druck wirkt von oben auf die elastische Membran. Unterhalb der Membran ist
eine abgeschlossene Kammer mit einem Referenzdruck, wie beim kapazitiven Sensor aus Kapitel
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15.6. An der Membran ist eine Spule befestigt, die in ein Magnetfeld taucht. Bewegt sich die
Membran, so dndert sich das Magnetfeld in der Spule und es wird eine Spannung induziert. Nur
die zeitliche Anderung, nicht aber der statische Wert des Magnetfeldes wird bei der Induktion in
eine Ausgangsspannung umgewandelt. Damit ist der Sensor nicht geeignet, statische Driicke oder
sehr langsame Druckénderungen, wie z. B. bei einem Barometer zur Messung des Luftdruckes,
anzuzeigen. Aber auch fiir dynamische Drucksensoren gibt es in der industriellen Messtechnik
viele Anwendungen.

Die induzierte Spannung bei offenem Ausgang (kein Strom) wird durch folgende Gleichung
symbolisch dargestellt:

IS
Il
sy

]

(15.35)

mit: B : Magnetische Induktion
v : Geschwindigkeit der Membran
I : Lange des Spulendrahtes.

Ist die Geschwindigkeit der Membran Null, so ist die Spannung am Ausgang eine Funktion der
elektrischen Impedanz, und das ist in diesem Falle die Impedanz der Empfangsspule, also eine
Induktivitét. Beides zusammen ergibt:

wu=B-l-v+Zy-i mit Z,=R+jwl (15.36)

Die Kraft auf die Membran erhalt man — wie bei den bereits beschriebenen Sensoren — aus der
mechanischen Riickstellkraft der Membran:

f

< mech

k
=Z,v mit Ly = — +c+ jum (15.37)
Jw

mit: ¢ : Dampfung
m : Membranmasse

Aber auch ein Strom durch eine Spule, die in einen Magneten eintaucht, erzeugt eine Kraft. Ihr
Wert kann folgendermafien bestimmt werden:

ieldyn =B-l-1i (15.38)
Beides zusammen ergibt:

f=Z, v+B-l-i (15.39)

Damit haben wir die Impedanzmatrix des elektrodynamischen Drucksensors bestimmt:

HR AT 50

€

Der Sensor zeigt Hochpass-Verhalten, da sehr langsame Druckénderungen nicht angezeigt wer-
den. Mit Hilfe der Impedanzmatrix kann die Grenzfrequenz und das Beddmpfen niedriger Fre-
quenzen quantitativ bestimmt und optimiert werden.
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15.9 Sensorsysteme als Vierpolkette

Bei einer systematischen Optimierung mochte man gerne wissen, welcher Teil des Sensors auf
welche Art zum Gesamtverhalten beitrigt. Dazu bietet es sich an, den Sensor in eine Vierpolkette
zu zerlegen.

Vo V1 v i i1 i
fo y f1¢ fy L v U1 ¥ Ug
—o 1 0 1 0 M Ye 1 Yeo 1 —
mechanisches mechanischer idealer elektrischer elektrisches
System Sensoreingang Sensor Sensorausgang System

Abb. 15.8: Kettenmatrizen eines Sensorsystems

Oft befindet sich vor dem eigentlichen Sensor noch ein mechanisches System, welches die zu
messende Grofe auf den Sensor leitet. So muss beispielsweise bei einer Waage die Kraft von
der Platte, auf die das Wagegut gestellt wird, mit mechanischen Komponenten auf den Sensor
geleitet werden. Auch am Ausgang das Sensors folgt nicht gleich der AD-Konverter. Immer erfolgt
zunéchst eine Impedanzanpassung und eine Verstarkung. Fiir alle diese Komponenten kann man
mit den in diesem Kapitel beschriebenen Methoden die Kettenmatrizen aufstellen.

Angenommen, man erkennt, dass ein Sensor aus der Fertigung eine bestimmte obere Grenz-
frequenz hat, man aber mit einer héheren Grenzfrequenz einen weiteren grofen Absatzmarkt
erschliefsen kann. Dann ist es wichtig, zu erkennen, welche Komponente des Sensorsystems die
momentane Grenzfrequenz bestimmt. Wie kann man sie heraufsetzen? Wie beeinflusst das die ge-
samte Sensitivitdt? Wie verdndern sich die Eingangs- und Ausgangsimpedanzen? Gibt es andere
Komponenten, die ebenfalls angepasst werden miissen? Hier kann die Vierpoltheorie viele wichtige
Hinweise geben.

Dieses Kapitel konnte an vielen Stellen nicht die vollstdndige Erklarung der vorgestellten Glei-
chungen liefern. Manchmal fehlten Zusammenhénge aus der Physik, manchmal aus der elektroma-
gnetischen Feldtheorie. Aber vielleicht ist trotzdem deutlich geworden, was fiir ein phantastisches
Werkzeug die Vierpoltheorie bei der Optimierung von Sensoren und Aktoren darstellt.

Wer mehr dariiber lesen will, sei auf folgende Biicher verwiesen:

Elektromechanische Systeme, G. Lenk, R. Pfeifer, R. Werthschiitzky, Springer Verlag, ISBN
3-540-67941-2

Instrument Transducers, H.K.P. Neubert, Clarendon Press, Oxford, ISBN 0-19-856320-5






16 Mehrphasensystem und
Drehstrom-Netzwerke

Der Inhalt dieses Kapitels (16) wird nicht in der Klausur abgefragt.

16.1 Einleitung und Definitionen

In den vorausgehenden Abschnitten wurden Netze betrachtet, bei denen ein Wechselstrom bzgl.
einer Masseleitung vorhanden war. Hier sollen nun Netze untersucht werden, bei denen mehre-
re Leitungen mit mehreren phasenverschobenen Wechselspannungen (n-Phasen) vorkommen. Das
wichtigste Beispiel sind die Drehstrom-Netzwerke mit drei ,,Phasen”. Ein Generator im Elektrizi-
tatswerk lauft runder”, wenn er an ein Drehstrom-Netz angeschlossen wird. Auch bei der Uber-
tragung von elektrischer Energie iiber grofse Entfernungen hat der Drehstrom Vorteile. Schlieflich
kann man einige Elektromotoren gut mit Drehstrom betreiben. In den meisten Haushalten kommt
heute von den Energieversorgungsunternehmen ein Drehstrom-Kabel an. Geréte mit groffem Lei-
stungsbedarf (z. B. der Elektroherd) konnen direkt an ein Drehstrom-Netz angeschlossen werden.
Die groken Uberland-Leitungen (,Hochspannungsleitungen“) bestehen bei genauem Hinsehen im-
mer aus Anordnungen von drei groffen Leitungen (entsprechend den drei Phasen) und einer diinnen
Leitung (dem Null-Leiter).

Von solchen Drehstrom-Netzwerken wollen wir die ganz einfachen Grundlagen hier behandeln.

Zuvor ein paar allgemeine Betrachtungen. Im Prinzip konnte z. B. ein Dreiphasensystem so
aussehen:

L
Phase 1 U4 @ Strang 1 Z4

u

L
Phase 2 U, @ Strang 2

u

l
Phase 3 Ug @ Strang 3 Z3
.

Abb. 16.1: Prinzipieller Aufbau eines Dreiphasensystems (2n Leitungen)

>

Hier werden fiir jede Phase zwei Leitungen ,spendiert”. Das ist nicht vorteilhaft. Giinstiger ist
es, die Masseleitung zusammenzufassen:

U,
SR
Z3

Abb. 16.2: Dreiphasensystem mit n + 1 Leitungen

Eine andere beliebte Darstellung von Abb. 16.2 sieht so aus:



250 16. Mehrphasensystem und Drehstrom-Netzwerke

Phase 1
2 Y2 phasez 2 Z1
(o ——————
S Phase 3 Z3
Nullleiter

Abb. 16.3: Dreiphasensystem im Sternschaltung

Anordnungen, die mit noch weniger Leitungen auskommen, sind die folgenden:

s Ys 5 zZ, Z4
U
~3 3 ;3
.
U Z
Uy U 5 Z4 ,
U _ £13
=3 3 Zz‘%
;
z
P Z; =
Usz 2
Uss 3 Z3
1
Usp Z12 y
Y 2
Uis \Q > 213
Ups 3 =23

Abb. 16.4: Verschiedene Anordnungen von Dreiphasen-Systemen mit 3 Leitungen

Wir werden hier nur sternférmige Generatoranordnungen mit und ohne Nullleiter behandeln.

Den prinzipiellen Aufbau eines Drehstromgenerators zeigt Abb. 16.5.

Abb. 16.5: Prinzipieller Aufbau eines Drehstromgenerators und typische Phasenlage der drei Spannungen

Man erkennt, dass die drei um jeweils 120° gegeneinander verdrehten Spulenwicklungen zu drei
um 120° phasenverschobenen Spannungsquellen fiihren.
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16.2 Komplexe Beschreibung von Drehstrom

Die mathematische Formulierung von drei Spannungen, die jeweils um 120° phasenverschoben
sind, lautet:

uy (t) = Up - sin(wt) (16.1)
- p 2

uz(t) = Uy - sin (wt - 371') 3T = 120 (16.2)
- 4 4

us(t) = Uy - sin <wt - 37r> 3T = 240 (16.3)

Diese Gleichungen kénnen nach dem bekannten Schema in die komplexe Schreibweise {ibersetzt
werden:

uy(t) = Uy - 9 (16.4)
2

uy(t) = Uy - €t - e 3" (16.5)
4

ug(t) = Up- et .e °3" (16.6)

Hierbei wurde der Phasenwinkel von U; zur Zeit ¢t = 0 willkiirlich auf Null gesetzt. Ist dies nicht
der Fall, kann der Phasenwinkel aller Spannungen in einer komplexen Amplitude U, untergebracht
werden.

Betrachten wir einmal eine sternférmige Zusammenschaltung der drei Quellspannungen:

Uy

U, '912 )

= U
U, O ‘ °

Us '!23

-

\ \ \

Abb. 16.6: Sternférmige Zusammenschaltung von Quellspannungen

Hierzu kénnen wir ein paar interessante Zusammenhénge zwischen den einzelnen Spannungen
ableiten:

2
) —jom -
uy + uy +uy = Uy - l1+e '3 +e

(o (48)-(49)

=0 (16.7)

fiir die Umrechnung vom Exponentialterm in eine einfache komplexe Zahl benutzen wir die
Euler-Gleichung (4.106) und die Tabelle 16.1.
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0° | 30° 60° 90° 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
0 I 1 1 2 5 7 4 3 5 1T 9
67T 37r 277 37T 5 T 67‘(‘ 37r 277 37T 67T s
, 1 V3 V3 |1 1 V3 V3l o1
sin| 0 | = — 1 — = 0 —= —— =1 S 0
2 2 2 2 2 2 2 2
V3 |1 1 V3 NEIE! 1 V3
cos| 1 | — = 0 —= —— | -1 — | == 0 Z i 1
\Qf 2 2 \2[ \fQ 2 2 2\[
3 3 3 3

Tab. 16.1: Einige Werte der trigonometrischen Funktionen

Die Summe der Sternspannungen u; ist also Null.

Die Spannungen zwischen den einzelnen Stréngen werden Dreieckspannungen genannt. Sie kon-
nen aus folgendem Zeigerdiagramm abgelesen werden:

Abb. 16.7: Zeigerdiagramm von Stern- und Dreieckspannungen

Wir sehen, dass:

1
= U
2 — ﬁ = Uy = NER Uy oder Ua = V3- Uy (16.8)

sin(60°) = 7, 5

Die Dreieckspannung ist damit das v/3-fache der Sternspannung. Meistens wird die effektive
Dreieckspannung als ,Nennspannung“ verwendet. Z. B. gilt fiir 400V -Drehstrom:

Ua =400V Dreieckspannung (16.9)
Uy =230V Sternspannung (16.10)

Am Zeigerdiagramm erkennen wir aufserdem, dass

Upp=U,-U, (16.11)
Uy =Uy —Us (16.12)
Uz =Us—-U; (16.13)

Daraus folgt auch:

Ujg+Up +Usz =0 (16.14)
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16.3 Generator-Stern und Verbraucher-Stern

Abbildung 16.8 zeigt eine Anordnung, bei der sowohl der Generator als auch der Verbraucher als
Stern zusammengeschaltet sind.

—_

y'

N

91\ <2

o
N
[\

L}N

93/4

\ 2 wI

Abb. 16.8: Generator-Stern und Verbraucher-Stern

Da die Sternmittelpunkte im o. g. Beispiel leitend verbunden sind, gelten folgende Gleichungen:

Uy Uy Us

I, = = = 16.15
Damit konnen alle unbekannten Grofen des Netzes bestimmt werden.
Betrachten wir zwei Beispiele:
Beispiel 1
1
—T
Z, =220  Z,=220-¢'3 Zy =0 (16.16)
Uy =220V Uu, =0, Uy=Uj-e '3 Us=Ug-e '3 (16.17)
U,
I, ==— =104
4] Zl
2 2
U, Uy-e '3 220.¢°3" Vv
I==2 == = — =104
2z, Zy 1 0
jom
22.¢ 3
13 =0
Iy=0 (16.18)

Obwohl wir es mit einer unsymmetrischen Last zu tun haben, flieft kein Strom iiber den Null-
leiter. Dies ist i. allg. nicht der Fall, wie Beispiel 2 zeigt:

Beispiel 2
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1
Z =00 Z,=220.63"  z,=220 (16.19)
U, = 220V (16.20)
I =0
I,=—104
A 4 2
I3 = 2202623‘(; =104 - eijgﬂ =104 - ejgw

= 10A(cos(120°) + j - sin(120°))

1
=104 (—2+j-\§> = (~5+j-8,66)A

In=1Iy+1I;=(—15+j-8,66)A (16.21)

In diesem Beispiel tragt der Nullleiter den gréfsten Strom. Dies sollte man vermeiden, da der
Nullleiter meistens ,diinner* ausgelegt ist als die drei Hauptstrénge.

Von besonderem Interesse ist der Fall, bei dem Z;, = Z, = Z3 = Z gilt. Man spricht hier von
der symmetrischen Last.

Hier gilt:

Uy +Uy+U3=0 (16.22)
= ZI,+ ZI,+ ZI3=0 (16.23)
=L +1,+13=0 (16.24)
=Iy=0 (16.25)

Alle Strang-Strome sind gleich groft. Der Nullleiter fithrt keinen Strom und kann daher wegge-
lassen werden. Abbildung 16.9 zeigt das Zeigerdiagramm von Spannungen und Stromen.

Abb. 16.9: Zeigerdiagramm von Spannungen und Stromen bei der Sternschaltung der Lastimpedanzen (symme-
trische Last)

Fiir den Fall der symmetrischen Last soll noch der Leistungsfluss auf den drei Stréangen etwas
genauer untersucht werden. Es gilt:
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A A

p1(t) =ui(t) - i1(t) = U - I - sin(wt) - sin(wt + ¢y;)

=U-I- % {cos(pui) — cos(2wt + Pui) } (16.26)

Wie in Abschn. 5.1 besprochen oszilliert der momentane Leistungsfluss auf einem Strang mit
2w. Bestimmen wir nun den gesamten momentanen Leistungsfluss auf allen drei Stréangen:

A ~

p1(t) +p2(t) +p3(t) =3-U-1- 5 - cos(dui)

1
2

1 - . 4 2
5 U-1I {cos(2wt + ¢ui) + cos <2wt + Pui — 377) + cos <2wt + Oui — 37T>} (16.27)

Im Argument des cosinus steht jeweils der doppelte Phasenwinkel, d. h. 2- =7 und 2 - —7.

Die Summe der drei cosinus-Terme in der geschweiften Klammer ist gleich Null, da drei gleich-
lange Zeiger in Sternform addiert werden. Damit gilt:

pi(t) +pa(t) + pa(t) = 5 -0 T - cos(6)
=3 Uett - Lesr - coS(us) (16.28)

Das bedeutet, dass der momentane Leistungsfluss bei einer symmetrischen Belastung zeitlich
konstant ist! So ist auch der Hinweis aus Abschn. 16.1, dass Drehstrom-Generatoren ,runder*
laufen, nachtraglich begriindet.

Die folgende Ubersicht fasst die Ergebnisse noch einmal zusammen:

Uy = 22 (16.29)

V3

Iy = IStrang (1630)

sz' =3 UYeff : IYeff : COS((bui)

= \/5- Uneft * Istrang * cos(pui)

1
=3 - Ujeg- izl cos(Pui)

1
= URett - Zl - c05(Pui) (16.31)

16.4 Generator-Stern und Verbraucher-Dreieck

Abbildung 16.10 zeigt eine Anordnung von Generator-Stern und Verbraucher-Dreieck.

U\ = Ze

%/ ZANY

Abb. 16.10: Generator-Stern und Verbraucher-Dreieck
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Natiirlich kann man das Problem der Netzwerkanalyse mit Hilfe der Stern-Dreiecks-Transformation
(Abschn. 2.9) auf das bereits geloste Problem ,Generator-Stern und Verbraucher-Stern“ zuriick-
fithren. Wir konnen aber auch die Dreiecksspannungen Uy, Uy3 und Us; bestimmen und dann
einfach mit der Gl. 16.32 die unbekannten Strome berechnen.

:% 1_@ ]:QU

= 16.32
=a Za —b Zb =C Zc ( 6 3 )
Fiir die Dreiecksspannungen gilt natiirlich:
2
Up=U-U;=Uy|1-e 3" (16.33)
2 4
Upy=Us~Us=Uy|e 3 —¢ 3" (16.34)
4
Ui =Uz-U;=Ug (e 3" -1 (16.35)

Auch hier ist der Fall der symmetrischen Last besonders interessant. Es ergibt sich in Analogie
zu dem Zeigerdiagramm der Spannungen bei der Sternschaltung (Abb. 16.7) folgendes Zeigerdia-
gramm fiir die Strome in der Dreieckschaltung.

Uz

2p)

Abb. 16.11: Zeigerdiagramm der Strome fiir die symmetrische Last in Dreiecksschaltung

Hier gilt nach der Knotenregel:

ll = lc - lb l? = la - lc lS = lb - la (1636)
Aus dem Hilfsdreieck in Abb. 16.11 lesen wir ab:
1[ 73
972 3 I I
. o 2 2 Strang
sin(60°) = = — = 1. = — oder IA = 16.37
== V] VG 16:37)

Der Strom durch die Last in Dreieckschaltung ist also gleich dem Strangstrom dividiert durch

V3.
Es ergibt sich folgende Ubersicht:
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In = IStrang

% (16.38)
Ua = Uenn (16.39)
> pi =3 Uneti - Inctt - c08(¢ui)
= V3 Unetr - Istrang - €05(dui)
_ 3.2, é' - c08(chus) (16.40)

Das bedeutet: Nehmen wir die gleichen drei Last-Impedanzen und schalten sie einmal als Stern
und einmal als Dreieck zusammen, dann ist beim Dreieck die Gesamtleistung im Verbraucher
dreimal grofer als beim Stern. Ist die Aufgabe anders herum gestellt und wir sollen in Stern-
und Dreieckschaltung die gleiche Leistung iibertragen, so miissen wir in der Dreieckschaltung die
Impedanzen verdreifachen im Vergleich zur Sternschaltung.

In diesem Kapitel haben Sie einen kleinen Einblick in Mehrphasensysteme bekommen. Sie kénnen
Drehstrom-Netze mit sternférmigem Generator und stern- bzw. dreiecksformiger Last analysie-
ren. Sie kennen die Vorteile der symmetrischen Last und koénnen fiir diesen Fall die iibertragene
Leistung bestimmen.




Aufgaben des Tutoriums

Die Studenten sollen die Aufgaben im Tutorium selbststdndig in Gruppen bearbeiten und
anschliefsend vorrechnen.

Der Tutor soll lediglich Fragen beantworten und Unklarheiten beseitigen.

Zusitzlich wird empfohlen, die nicht behandelten Aufgaben zur weiteren Ubung zu Hause
zu bearbeiten.




Aufgabe T1

(a) Wie lautet das Ohmsche Gesetz?

(b) Wie heifen die Kirchhoffschen Gesetze, was sagen sie aus und welchen
physikalischen Phéanomenen liegen sie zugrunde?

(c) Wie ist der Innenwiderstand einer realen Quelle allgemein definiert?

(d) Gegeben seien folgende Schaltungen mit den realen Quellen Uy bzw. Ij:

Abb. 1.1 Abb. 1.2

(i) Zeichnen Sie die Ersatzschaltung fiir Abb. 1.1, wenn die ideale Span-
nungsquelle durch einen Kurzschluss ersetzt wird.
(ii) Zeichnen Sie die Ersatzschaltung fur Abb. 1.1, wenn der Widerstand
Ry, nicht bestiickt wird (R, = o0).
(iii) Zeichnen Sie die Ersatzschaltung fiir Abb. 1.2, wenn die ideale Stromquelle
durch einen Leerlauf ersetzt wird.

(iv) Zeichnen Sie die Ersatzschaltung fiir Abb. 1.2, wenn der Widerstand
R; durch eine Drahtbriicke ersetzt wird (R; = 042).

(e) Eine Schaltung bestehe aus einer Spannungsquelle Uy mit dem Innenwider-
stand R; sowie aus dem Verbraucher Rj,.
Es gelte: Ry, = R;.
(i) Wie nennt man diesen Fall?

(ii) Was bedeutet dies fiir die Leistung im Verbraucher qualitativ (in Worten)
und quantitativ (Formel)?

(iii) Wie grof ist der Wirkungsgrad in diesem Fall und was bedeutet das in
Worten?

(f) Nennen Sie zwei Eigenschaften bzgl. Rang und Determinante, die die
nxn-Matrix A genau dann erfiillt, wenn das lineare Gleichungssystem
A-X=b eindeutig l6sbar ist.



Aufgabe T2

Gegeben sei folgender Spannungsteiler. Bei Belastung nimmt die Spannung Ul

ab.

1
%l :

R2 Uab R|_

L

b

(a) Wie grofs ist die Spannung U, an den Klemmen a und b, wenn der
Spannungsteiler nicht belastet wird, d.h. R, nicht angeschlossen ist? In der
Gleichung diirfen nur die Widerstande R und Ry sowie die Spannungsquelle
Uy vorkommen.

(b) Nun wird der Spannungsteiler mit R; belastet. Berechnen Sie die neue
Spannung U/, fiir diesen Fall. In der Gleichung diirfen nur die Widerstéande
und die Spannungsquelle Uy vorkommen.

(c) Wie grof ist der Strom I im belasteten Fall? In der Gleichung diirfen nur
die Widerstande und die Spannungsquelle Uy vorkommen.

Aufgabe T3

Gegeben sei folgende Schaltung mit Uy = 100V, R; = 10€2, Re =201,
R3 =30 und R4 = 209

Ry

O o] [

R3

(a) Berechnen Sie die Strome in allen Zweigen der Schaltung aus der Abbildung.
Rechnen Sie allgemein und setzen Sie vorerst keine Zahlenwerte ein.

(b) Bestimmen Sie nun die Strome als Zahlenwerte.



(c) Wie grok ist die in R3 verbrauchte Leistung?
(d) Berechnen Sie die Gesamtleistung P, die die Spannungsquelle abgeben muss.

(e) Bilden Sie den Ersatzwiderstand fir die Widerstdnde Ry bis Ry.

Aufgabe T4

Die folgende Schaltung mit den Spannungen U; = 9V und Uy = 12V enthilt
die Widerstdnde R1 = 2.4, Ro =10, R3=2Q, R4y =3Q und R5 = 5%2.

u
— Ry

Us

Berechnen Sie mithilfe
(a) des formalisierten Maschenstromverfahrens alle Teilstrome I; bis I5.

(b) des formalisierten Knotenpunktpotentialverfahrens die Potentiale V3 und V;
sowie den Strom I3.

Aufgabe T5

Hinweis: Rechnen Sie zundchst allgemeinen und setzten Sie dann die Werte ein.

(a) Die unten dargestellte Schaltung enthélt eine Stromquelle mit Ip=2,4 A
und eine Spannungsquelle mit Uy=8V. Die Widersténde besitzen die Werte
R;1=308 und R>=501.



o Welchen Wert hat der Strom I und die Spannung Us?
Verwenden Sie dazu das Uberlagerungsverfahren und skizzieren Sie die
zwei Teillosungen.

R4

T e WY

P)

A

v SIS

Aufgabe T6

(a) Die folgende Abbildung zeigt eine Schaltung mit offenen Klemmen.

R Ro
— — }—O0a
| I
'qTé R3
Ry
Ob

Skizzieren Sie die &dquivalente Spannungsquelle und die &quivalente
Stromquelle bzgl. den Klemmen a und b. Geben Sie den Innenwider-
stand der Quelle, ihren Kurzschlussstrom und ihre Leerlaufspannung an.



Aufgabe T7

Gegeben sei folgende Schaltung bestehend aus zwei Spannungsquellen Uy und
Ucc, einer stromgesteuerten Stromquelle Sip und den Widerstéanden Ry, Ro, Ro
und Rp. Die Strom- und Spannungsquellen zwischen den Klemmen 1 (Kollek-
tor), 2 (Basis) und 3 (Emitter) stellen eine Modellierung eines Transistors dar.
Berechnen Sie den Basisstrom ip.

P
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Hinweis: Betrachten Sie hierzu die Knotengleichungen fiir die Knoten a, b und
d sowie die Maschengleichungen fiir die Maschen bedb und badb.

Aufgabe T8

Gegeben sei folgende Operationsverstéirkerschaltung (idealer OP):

R
1 Rf

K In
R
o— : UdT




a) Welche Auswirkung hat die Bemerkung "idealer OP"?
(a) g g

(b) Welche Funktion U, = f(Uy, Us) lésst sich mithilfe dieser Schaltung
realisieren? Rechnen Sie mit dem Knotenpunktpotentialverfahren. Stellen
Sie hierfiir die Knotengleichung fiir den Knoten K auf und ersetzen Sie die
Strome unter Verwendung des Ohmschen Gesetztes.

(c) Nun sei Ry = Ry = Ry. Skizzieren Sie den Verlauf U,(t), wenn folgende
Eingangsspannungen anliegen:

Uso
A

2 4

Aufgabe T9

Gegeben ist die unten stehende Operationsverstérkerschaltung (idealer OP) mit
den Widerstanden R; = Ry = R3 = 1k}, R4 = 6k(), R5; = 3751).

R R
. 2 B 5
—O—T—
A 1
Ry R4
L o—e— -
U C
e +
Us
\
o + ‘o)

(a) Rechnen Sie die Zweigwiderstande des Widerstandsnetzwerkes A,B,C in eine
Dreieckschaltung um.

(b) Formen Sie die sich aus a) ergebende Ersatzschaltung weiter um (Hinweis:
invertierender Spannungsverstirker) und bestimmen Sie anschliefend die



- & — Ua
Spannungsverstarkung V = T

(¢) An den Eingang der Schaltung werde eine sinusférmige Wechselspannung
der Amplitude 7V angelegt. Die Betriebsspannung des Operationsverstarkers
betrage +5V. Zeichnen Sie die Eingangs- und Ausgangsspannung fiir eine
Periode in ein gemeinsames Diagramm.

Aufgabe T10

Gegeben sei folgende Operationsverstirkerschaltung (idealer OP) aus Aufgabe 1:

R,

Ry

K| |

n
o— UdT

\J

o <«

O

Berechnen Sie fiir diese Schaltung die Funktion U, = f(Uj, U2) mittels Maschen.
Sie werden feststellen, dass die Berechnung mittels Maschen aufwendiger ist als
das Knotenpunktpotentialverfahren wie in Aufgabe 1b).

Hinweis: Suchen Sie im Skript Antworten zu folgenden Leitfragen:

e Wie viele Maschen benétigt man?
e Stellen Sie die ndtigen Maschengleichungen auf.

e Sind zur Kopplung Knotengleichungen notwendig?

Aufgabe T11

Gegeben seien folgende Operationsverstiarkerschaltungen (ideale OPs) mit den

Widerstanden R; = 5k, Ry = 50k, R3 = 50k2 und R4 = 390 k(2.

(a) Bestimmen Sie die Spannungsstiarkung V,,; = %’61 der Schaltung aus Abb. 1.1.

Aufgrund eines Layoutfehlers wurde bei der Leiterplattenherstellung der Wider-
stand Ro versehentlich mit dem Ausgang des OPs statt mit dem Bezugspotential
verbunden (resultierende Schaltung s. Abb. 1.2).



Abb. 1.1

Abb. 1.2

(b) Wie grofs ist der Verstarkungsfaktor V,,o = UU“eQ der Schaltung aus Abb. 1.27

(c) Wie grof muss in der Schaltung aus Abb. 1.2 der Widerstand R3 gewahlt
werden, damit V,,2 = V1 [Zahlenwerte aus Aufgabenteil a)| wird?

(d) Sind dann beide Schaltungen beziiglich ihres Eingangs dquivalent?

Berechnen Sie hierzu die Eingangswiderstinde R, = []J—:

Nun wird in Abb. 1.2 der Widerstand Ry durch eine Drahtbriicke ersetzt
(R1 = 08) und Ry wird nicht bestiickt (Ry = 00).

(e) Wie grof muss nun R3 gewéhlt werden, um die gleiche Spannungsver-
starkung wie die Schaltung nach Abb. 1.1 zu erhalten?

(f) Wie grof ist der Eingangswiderstand dieser Schaltung?

Aufgabe T12

Es gelte z =2+ j2 und w = V2-e %,

Geben Sie folgende Ausdriicke an. Verwenden Sie keinen Taschenrechner.

) |zl
b) arg{z}
(c) Re{z}
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Aufgabe T13

Schreiben Sie die zu berechnenden Ausdriicke in der Form = + jy (x,y € R).
(a) Gegeben sei folgende Schaltung:

(i) Bauteilwerte: R =5Q, wL =100, I =(2—j)A
Berechnen Sie die Spannung U.

Ic

(ii) Bauteilwerte: R =209, wL =109, U = (50 + 530) V
L Berechnen Sie den Strom 1.

(b) Gegeben sei folgende Schaltung;:

| (i) Bauteilwerte: R =5Q, wC =0.1S, I = (5—j10) A

Berechnen Sie die Spannung U.

R
u (ii) Bauteilwerte: R =40Q, wC = 0.04S,
U = (50 + 580) V
__¢C Berechnen Sie den Strom 1.
o

(c) Gegeben sei folgende Schaltung:

| (i) Bauteilwerte: R =50, wL = 309, wC = 3 S
Berechnen Sie die Gesamtadmittanz

I
T

(ii) Bauteilwerte: R =809, wL =102, U =1V
Berechnen Sie die Spannung U .

Ic

(iii) Bauteilwerte: R =20Q, wC =0.1S,U =1V
Berechnen Sie die Spannung U.

0 «
@)
| |
| |
—
Ic
O
—
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Ic

(d) Gegeben sei folgende Schaltung;:

| UrL > (i) Bauteilwerte: Ry =50, wL = 301,

I=(02—350.1)A, Upe=(3—7)V
o> Hill ( g

Berechnen Sie die Gesamtspannung U.
R4 L
g . . 1
QRC (ii) Bauteilwerte: Ry = 1009, wC = 4 S,
< I=(024+j01)A, Up;, =(—-284+38)V
o—| I I Berechnen Sie die Gesamtspannung U.
Ro C



Aufgabe T14

Berechnen Sie jeweils den Betrag und die Phase der in Aufgabe 2 bestimmten
komplexen Zahlen. Zeichnen Sie jede dieser Zahlen zusétzlich in ein Zeiger-
diagramm ein.

Hinweis: Die komplexen Zahlen aus Aufgabe 2 lauten:

(a) (i) U= (20+j15)V (©) (i) Y =S~0.0298
I

(i) (% Jﬁs)v
(0.015 + j0.123) V

— (2.6 +j0.2) A (i) U

% ||

(b) (1) U= (=75—7100)V (iii) Up = (0.2 — j0.4)V

(i) I=j2A

Aufgabe T15

Gegeben sind folgende Schaltungen (Abb. 1.1-1.3) mit den Bauteilwerten
Uy=1V,I" =1A- €6, R=1Q, wL =1Q, wC = 18.

NoRLa ToRNni

Abb. 1.1: RC-Serienschaltung Abb. 1.2: RL-Serienschaltung

(a) Berechnen Sie die in Abb. 1.1 auftretenden Teilspannungen U, Uj: und
den Strom I’.

(b) Zeichnen Sie das Zeigerdiagramm zu Teilaufgabe a) (U, U, Uy, I')
(Mafstédbe: 1V —4cm, 1A — 4cm).

(c) Berechnen Sie die in Abb. 1.2 auftretenden Teilspannungen U’;, U’ und die
hierfiir erforderliche Quellspannung Uy .

(d) Zeichnen Sie das Zeigerdiagramm zu Teilaufgabe ¢) (U%, U7, Uy, I”)
(Mafstédbe: 1V —4cm, 1A — 4cm).

(e) Berechnen Sie in unten stehender Schaltung (Abb. 1.3) den Gesamtstrom [
fiir Uy = V2V -¢ 7. Verwenden Sie hierzu Thre Ergebnisse aus a) und c).



—¢-9

Abb. 1.3

Hinweis: Suchen Sie im Skript Antworten zu folgenden Leitfragen:

e Was ist ein Zeigerdiagramm?

e Wie sind die Achsenbeschriftungen eines Zeigerdiagramms?

Aufgabe T16

Nachstehend abgebildete Schaltung, bestehend aus einer Induktivitdt L, einer

Kapagzitiat C und eAinem‘ variablen Widerstand R, werde von einer idealen Span-
nungsquelle u, = Uy - e/ gespeist.

L I

L >

Ji

(a) Verwandeln Sie die Schaltung in einen dquivalenten Serienschwingkreis und
berechnen Sie dessen Resonanzfrequenz wq allgemein in Abhéngigkeit von
den Bauteilen R, L und C.

Ic

ol

11

CR

(b) Bei welcher Kreisfrequenz wy muss die Schaltung betrieben werden, damit
der durch den Widerstand fliefende Strom /g unabhingig von R ist?

(c) Zeichnen Sie das Zeigerdiagramm aller auftretenden Strome und
Spannungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 fiir folgende Werte:
Up=10V, w=1000s"%, L = 10mH, C = 100 uF, R = 109
(Mafstabe: 1V — 1cem, 0.1 A — 1cm).



Aufgabe T17

Berechnen Sie fiir die folgenden Briickenschaltungen die gesuchten Werte allge-
mein in Abhéngigkeit der anderen Bauteile, indem Sie die Abgleichbedingungen
aufstellen und entsprechend umformen.

(a) Gesucht: R,.

)@ %;

b) Gesucht: Kreisfrequenz w. Geben Sie auRerdem das Verhiltnis £ in Ab-
( q C
hangigkeit der Widerstande an.

R3
Ry
y L
ol
Ry
C A
-

(c) Gesucht: R, und L,.

o
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L |
Py
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T
s




Aufgabe T18

Gegeben sei der folgende aktive Zweipol mit einer Spannungsquelle der
Amplitude U, = 7V - /% und einer Stromquelle I, = (=30 + j40) mA.
Bauteilwerte: R =100, C'=10nF, L = 200 pH.

C

Qe

Bestimmen Sie

(a) den Innenwiderstand Z, allgemein in Abhéngigkeit der Bauteile R, L, C
und der Kreisfrequenz w (l6sen Sie nicht nach Re{-} und Im{-} auf).

(b) die Leerlaufspannung U des Zweipols beziiglich der Klemmen 0 und 1
allgemein in Abhéngigkeit der Bauteile R, L, C' und der Kreisfrequenz w.

Es sei nun:

Ww*L2RC? e wL + w3 (LR*C? — L2C)
(1 - w2LC)? + w?R2C2 7 (1 = w2LC)? + w?R2C2

(¢) Bei welcher Kreisfrequenz wy (0 < wy < 0o) tritt Resonanz auf?
Bestimmen Sie Z;(wp) zahlenméRig.

(d) Geben Sie das Norton-Ersatzschaltbild an und berechnen Sie fiir wy die
Leerlaufspannung U; und den Kurzschlussstrom I;.

(e) Skizzieren Sie die I-U-Kennlinie des Zweipols nach d) fiir wg bei Ohmscher
Belastung.

Hinweis: Suchen Sie im Skript Antworten zu folgenden Leitfragen:

e Was sind Leerlaufspannungen und Kurzschlussstrom?
e Was ist Resonanz?

e Was ist ein Norton-Ersatzschaltbild?



Aufgabe T19

Die in der Abbildung dargestellte RLC-Briickenschaltung wird an der Spannungs-

quelle Uy mit dem Innenwiderstand R betrieben.

1 1
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(a) Bestimmen Sie eine allgemeine Losung fiir die Briickenspannung Uss,
sodass diese nur von den Bauteilen R, L, C' und der Kreisfrequenz w

abhéngt.
(b) Berechnen Sie diese Briickenspannung fiir w?LC = 1.

(c) Ist die Briicke abgleichbar?

Aufgabe T20

Gehen Sie von folgender Schaltung aus:

L |

iy a
' < T o
A C o
Iy
uel() F{1
RS
|:{2

[ } * o]

|
b

(a) Berechnen Sie die Eingangsimpedanz Z 5 der Schaltung beziiglich der

N

Klemmen a und b allgemein in Abhéngigkeit der Bauteile R, L, C' und der

Kreisfrequenz w . Stellen Sie Ihr Ergebnis folgendermafsen dar:

_ Re{Ze,Zaehler} + jIm{Ze,Zaehler}
Re{ze,Nenner} + jIm {Ze,Nenner}

D)

(b) Berechnen Sie die Wirkleistung P und die Blindleistung @ der Schaltung,

wenn a und b kurzgeschlossen sind, allgemein in Abhéngigkeit der Bauteile



R, L, C, der anliegenden Spannung U, und der Kreisfrequenz w.

(c) Bei sehr grofer Lastimpedanz (|Z;| — oo) und kurzgeschlossener
Spannungsquelle sollen die Strome [; und I3 berechnet werden.
Gegeben sind dafiir folgenden Bauteilwerte:

Ri=Ry=R3=10Q, wC=10"1 8, wL =209, I, = (-5 + j5) A.

(d) Zeichnen Sie das Zeigerdiagramm fiir Aufgabenteil c).

(i) Tragen Sie I; und I in dieses Diagramm ein. Verwenden Sie lcm als
Mafeinheit fiir 1A. Sollten Sie Teil ¢) nicht gelést haben, gehen Sie von
folgenden Werten aus: I} = (24 j4) A, I3 = (=7 + j1) A.

(ii) Konstruieren Sie —Ij.

(iii) Tragen Sie U und Uy in das Diagramm ein. Konstruieren Sie die
Zeiger mit |Us| = 70.71V und |U| = 89.44 V. Verwenden Sie lcm als
Mafseinheit fiir 10 V.

(iv) Berechnen Sie die Phasendifferenz zwischen U~ und U; .

Aufgabe T21

C
R
R
R C
o—/—1+}—o . y
Abb. 1.1 Abb. 1.2 Abb. 1.3 Abb. 14

(a) Geben Sie die Gesamtimpedanz Z fiir die Schaltungen aus Abb. 1.1 und
Abb. 1.2 getrennt nach Real- und Imaginérteil an.

(b) Geben Sie die Gesamtadmittanz Y fiir die Schaltung aus Abb. 1.3 getrennt
nach Real- und Imaginarteil an.

(c) Zeichnen Sie die Ortskurven von Z fiir die Schaltungen aus Abb. 1.1 und
Abb. 1.2. Beschriften Sie vollstindig, d.h. alle Grenzwerte von w.

(d) Zeichnen Sie die Ortskurve von Y fiir die Schaltung aus Abb. 1.3. Wie
erhélt man graphisch die Ortskurve von Z7 Zeichnen Sie die Ortskurve von
Z. Beschriften Sie vollstandig, d.h. alle Grenzwerte von w.

(e) Wie verdndert sich die Ortskurve der Schaltung aus Abb. 1.3, wenn die
Schaltung wie in Abb. 1.4 erweitert wird? Zeichnen Sie die Ortskurven von
Y und Z fiir die Schaltung aus Abb. 1.4. Beschriften Sie vollsténdig, d.h.
alle Grenzwerte von w.



Aufgabe T22

Gegeben sei folgende Ortskurve mit wy = 10005~

Im(Z)/ 2 Z
A
50 100 150 200
, / , » Re(Z)/2
-50 - T
W = (DO

(a) Leiten Sie aus der Ortskurve das Schaltbild fiir die zugehorige Schaltung ab.
Geben Sie eine kurze Begriindung. Bestimmen Sie noch keine Zahlenwerte.
Hinweis: Es wurden zwei Ohmsche Widerstédnde sowie ein Kondensator ver-
wendet.

(b) Stellen Sie die Gleichung fiir die Impedanz der Schaltung aus a) getrennt
nach Real- und Imaginérteil auf. Rechnen Sie mit allgemeinen Werten.

(c) Geben Sie nun die Bauteilgrofen der Schaltung mit ihren Einheiten an.
Begriinden Sie kurz.
Hinweis: Uberlegen Sie, wo in der Ortskurve w — 0 und w — oo liegt.

Aufgabe T23

(a) Erlautern Sie die Begriffe Vierpol und Zweitor und worin der Unterschied
liegt.

(b) Was gilt fiir die Z- bzw. Y-Parameter eines (widerstands-)symmetrischen
Zweitors?

(c) Was gilt fiir die Z- bzw. Y-Parameter eines reziproken/ kopplungssym-
metrischen Zweitors? Woran erkennt man anhand der Schaltung ein reziprokes
Zweitor?



Aufgabe T24

Gegeben sei das folgende Ersatzschaltbild eines Oberflachenwellenresonators:

— i

o g | ' « o)
I =
U
Y, _‘,C2 _‘,03 X2
O
Bestimmen Sie die Admittanzmatrix Y des Resonators in allgemeiner Form.
Zeichnen dazu zuerst das Ersatzschaltbild fiir den Fall Uy = 0 und bestimmen

Sie die entsprechenden beiden Y-Parameter. Uberlegen Sie anschliekend, ob die
Berechnung der anderen beiden Parameter notwendig ist.

o

Beachten Sie bei der Losung der Aufgabe die folgenden Angaben:

e Fiir die Kondensatoren Cs und C5 gilt: Cy = Cj

e Mit (G4 ist ein Leitwert gemeint: Gy = R%

Aufgabe T25

Gegeben sei die folgende Schaltung:

R(s)

C =10uF,L = 200mH,w = 100051, R(s) = 5 - 10Q mit s=1...10

O
—

-

(a) Geben Sie die Gleichung der Impedanz Z(s) der Schaltung getrennt nach
Real- und Imaginérteil an. Rechnen Sie allgemein mit R(s), C' und L.
Hinweis: Der Widerstand R(s) sei variabel iiber die Schalterstellung s.

(b) Setzen Sie nun die Werte ein und zeichnen Sie die vom Widerstand R(s) ab-
héngige Ortskurve der Schaltung. Beschriften Sie die Stellen der Ortskurve
fir s =1 und s = 10.

Es sei nun folgende von L abhéngige Ortskurve gegeben:



Im{Z} A

50 100 150 200 250 300 Rezy

-400 +
-450 4

-500 -

(c) Leiten Sie aus der Ortskurve das Schaltbild fiir die zugehorige Schaltung
ab. Geben Sie eine kurze Begriindung.
Hinweis: Es wurden zwei Widersténde, eine variable Spule sowie ein
Kondensator verwendet. Weiterhin sei w = 1000 s~!. In der Ortskurve
verlduft L von 0 bis oo.

(d) Stellen Sie die Gleichung der Impedanz der Schaltung aus c¢) getrennt nach
Real- und Imaginérteil auf. Rechnen Sie mit allgemeinen Werten.

(e) Geben Sie nun die Bauteilgrofien der Schaltung mit Ihren Einheiten an.
Begriinden Sie kurz.
Hinweis: Uberlegen Sie, wo in der Ortskurve L — 0 und L — oo liegt.

Aufgabe T26

Gegeben sei folgendes 2-Tor:

o
[
[

O

Bestimmen Sie die Z-Parameter des Zweitors und zeichnen Sie zwei Ersatz-
schaltbilder (Bild 1: Z,,, Z5;; Bild 2: Z,5, Z5,) mit sémtlichen Vereinfachungen.
Ist das Zweitor im Falle von Z; = Z3 und Z, = Z, umkehrbar (reziprok)?



Aufgabe T27

(a) Wie berechnen sich bei einem Bodediagramm allgemein der Betrag in dB
und die Phase einer Funktion %?

(b) Gegeben sei folgende Funktion:

s _ 100 (1+71073Q)*
N (1471072 Q)2 - (1 + 104 Q)2

Zeichnen Sie das Bodediagramm (Betrag und Phase) dieser Funktion.

(c¢) In welchem Frequenzbereich wird das Signal maximal verstiarkt? Geben Sie
die Losung als Frequenz in Hz an, wobei die Bezugsfrequenz 1 Hz ist. Um
welchen Faktor erhoht sich hier die Amplitude des Eingangssignals?

(d) Ein Eingangssignal U, enthilt einen Frequenzanteil bei Q = 10° mit einem
Betrag von 2 V. Welchen Betrag hat das Ausgangssignal U, bei dieser
Frequenz?

Aufgabe T28

Gegeben sei folgende Operationsverstéirkerschaltung (idealer OP):

(e, O

(a) Geben Sie die Ubertragungsfunktion % der abgebildeten OP-Schaltung in

e

Abhéngigkeit der Bauteile an.

(b) Nennen Sie den vollstdndigen Namen dieser Schaltung (Tief-/ Hoch-/ Band-
pass, invertierend /nichtinvertierend, aktiv/passiv, Ordnung).



(c) Bestimmen Sie eine geeignete Normierungsfrequenz € fiir die Ubertragungs-
funktion aus Aufgabenteil a).

Gegeben sind nun folgende Werte: R; = 10k(2, Ry = 100k2, C = 1.59nF.

(d) Zeichnen Sie das Bodediagramm (Betrag und Phase) fiir obige Schaltung
(Mafstabe: 1cm — 20dB, 1em — 45° = 7).
(e) Bestimmen Sie die Knickfrequenz fj.

(f) Bestimmen Sie den Verstéarkungsfaktor Vp im Durchlassbereich und geben
Sie diesen in dB in der linearen Skala an.

(g) Bestimmen Sie die Ausgangsspannung in Abhéngigkeit der Eingangsspannung
U, fiir die Frequenzen fi; = 100Hz und f> = 10kHz. Verwenden Sie dafiir
nicht die Ubertragungsfunktion aus Aufgabenteil a), sondern benutzen Sie
das Bodediagramm aus Aufgabenteil d).

Aufgabe T29

(a) Zeichnen Sie das Bodediagramm zu folgendem Spannungsverhéltnis. Skalieren
Sie die Achsen so, dass 1cm 20 dB oder 45° entspricht.

U, §Q (1451073 Q)

U, (14+79Q)-(1+10-25Q)

(b) Das in a) erstellte Bodediagramm zeigt nicht das gewiinschte Verstarkungs-
bzw. Dampfungsverhalten. Auch ist die Phasenverschiebung nicht ge-
wiinscht. Die Tabelle zeigt die gewiinschte Verstirkung und Phasenver-
schiebung.

e Zeichnen Sie das Bodediagramm, das durch die Tabelle beschrieben
wird in ein neues Diagramm mit der in a) definierten Skalierung.

e Wie muss das Spannungsverhéltnis % aus Aufgabenteil a) verdndert
werden, dass es dem gewliinschten Verhalten aus der Tabelle entspricht?

!/

Schreiben Sie das neue Spannungsverhaltnis Yo auf.

U;

logQ ay [dB] ®
<-2 | Steigung 20 dB/Dekade | 90°
-2 -20 90°
-1 0 90°

0 20 45°

1 20 0°

2 20 -45°

3 0 -90°
>3 | Steigung -20 dB/Dekade | -90°




Aufgabe T30

C2
| |
N
Ry Ry
— -
R, Ry 3
— - L H |-
| I
——0 ——0
+
U
Yp e Uy
o— T —O o— —o
Abb. 1.1 Abb. 1.2

a) Geben Sie die Ubertragungsfunktion ¢ der idealen OP-Schaltung aus .1
Geben Sie die Ub funk gd dealen OP-Schal Abb. 1.1

an und bestimmen Sie eine geeignete Normierungsfrequenz €2, fiir die Uber-
tragungsfunktion.

(b) Geben Sie die Ubertragungsfunktion % der idealen OP-Schaltung aus Abb. 1.2

an und bestimmen Sie eine geeignete Normierungsfrequenz €25 fiir die Uber-
tragungsfunktion.

(c) Gegeben sind nun folgende Werte:
Rl == 10kQ, R2 == 1001{9, R3 == 1kQ, R4 == 10kQ, 02 == 1pF, 03 = 1nF.
Zeichnen Sie jeweils ein Bodediagramm (Betrag und Phase) fiir die Schal-
tungen aus Abb. 1.1 und Abb. 1.2
(Mafstabe: 1cm — 20dB, 1ecm — 45° = 7).

Im Folgenden sollen Sie die Frequenz f = 10 NgTIZ verstérken und alle anderen

Frequenzen nach Méglichkeit ddmpfen. Die Normierungsfrequenz sei jetzt
fv=15E

(d) Entwerfen Sie mit Hilfe der Schaltungen aus Abb. 1.1 und Abb. 1.2 und
einem Spannungsfolger einen Filter, fiir den gilt:

logQn ay [dB]
<2 Steigung + 20 dB/Dekade
2 0
3 20
4 40
) 20
6 0
>6 Steigung - 20 dB/Dekade

Zeichnen Sie die Schaltung und den Amplitudengang.
Wie lautet die gesamte Ubertragungsfunktion %?

e



(e) Zur Dimensionierung, d.h. zur Anpassung an den geforderten Verlauf von
ay sollen nur die Werte fiir Cy und C3 verdndert werden. Welche Werte
miissen fiir Cy und C3 gewahlt werden?

Aufgabe T31

Gegeben sei folgende Transformator-Schaltung mit Ry = 2002, L; = 120 mH,
Ly =480mH, M = 180mH, w = 100571, I, = (—18 + j9) A

\/ o M I !
i 4 ; ¥ b
| (N : |
1 | . . ‘ 1
| | : | |
| %CD IR | EIEEEE A
|
| [ : |
| ! | |
| o 1

~ - - - - ~ - - -

Beriicksichtigen Sie die magnetische Kopplung zwischen den zwei Spulen.
Die Spannungen U;; und U;, in der magnetischen Kopplung werden durch die
folgenden Gleichungen beschrieben:

Uy = jwlily + jwMl,
Uy = Jwloly+ jwMI,.

(a) Stellen Sie die Maschengleichungen fiir die Spannungen U; und U, sowie
die Gleichung fiir den Spannungsabfall iiber dem Verbraucher U, allgemein
in Abhéngigkeit der Bauteile, Strome sowie der Kreisfrequenz w auf.

(b) Berechnen Sie mithilfe der Losung aus Aufgabenteil a):
(i) die Spannung Us,.
(ii) den Strom I;.
(i) die Spannung U;.

(c) Bestimmen Sie die von der Quelle abgegebene komplexe Leistung S;,, und
die an den Verbraucher iibertragene Leistung S,,;.
Berechnen Sie anschlieffend den Wirkungsgrad n = %”:f.



Aufgabe T32

Gegeben sei die folgende Filterschaltung bestehend aus zwei Teilschaltungen ver-
bunden iiber einen Spannungsfolger:

Schaltung 1 u Schaltung 2 a

I

Abb. 1.1: Schaltung

sowie das zugehorige Bodediagramm (Betrag und Phase):

ay [dB] ¢ [rad]
A A

+ 40

_——\— 32
—+ 20

-2

Abb. 1.2: Bodediagramm

Die Schaltung 1 habe die Ubertragungsfunktion % = ﬁ mit der Normierungs-

frequenz 2.

(a) (i) Zeichnen Sie die Schaltung 1, welche die Ubertragungsfunktion %Z be-
sitzt. Die Schaltung soll passiv und moglichst einfach sein
(Bauteile: Ry und Ch).
(ii) Geben Sie die Normierungsfrequenz ; an.
(iii) Zeichnen Sie das Bodediagramm (Betrag und Phase) mit der Normierungs-
frequenz 2 fiir diese Schaltung.
(iv) Geben Sie das Verhéltnis g—f an.

(b) (i) Zeichen Sie mithilfe von Aufgabenteil a) das Bodediagramm (Betrag
und Phase) mit der Normierungsfrequenz s fiir die Schaltung 2.
(ii) Zeichen Sie die Schaltung 2. Die Schaltung soll aktiv und méglichst
einfach sein (Bauteile: Ry, R3 und Cj).



(iii)

Geben Sie die Ubertragungsfunktion % von Schaltung 2 an.

T

) Geben Sie die Normierungsfrequenz Q; an.

Bestimmen Sie mithilfe des Bodediagramms zu Schaltung 2 den
konstanten Faktor in der Ubertragnungsfunktion der Schaltung 2.

Zeichnen Sie die Gesamtschaltung.
Geben Sie die Ubertragungsfunktion % der Gesamtschaltung an.

Bestimmen Sie mithilfe der Aufgabenaeile a)iv) und b)v) die
Kapazitiat Cy fir R1 = 1009, R3 =50, C7 = 10nF.



Aufgaben der Ubung

In der Ubung wird ein Teil der Aufgaben vom Ubungsleiter vorgerechnet. Die Studenten

werden ermuntert, wihrend der Ubung Fragen zu stellen und Unklarheiten zu beseitigen.
Zusitzlich wird empfohlen, die nicht behandelten Aufgaben zur weiteren Ubung zu Hause
zu bearbeiten.




Aufgabe U1

Ein Messwiderstand mit dem von seiner Umgebungstemperatur 7' abhéngigen
Widerstandswert R wird iiber einen temperaturunabhéngigen Vorwiderstand
Ry von einer Spannungsquelle mit der Quellenspannung Ug und dem Innen-
widerstand R; gespeist.

Die Temperaturabhéngigkeit des Widerstandswertes Ry ist durch folgende Gleich-
ung gegeben:

Ry = Ro[l + o(T — Tp)]

Fiir die Messschaltung gilt:

]
]

Uol () i D

(o]

Weiterhin gilt Folgendes fiir die Bauteile dieser Schaltung;:

Ry = 409
Ty = 300K
a = 102K7!
Ug = 50V
R = 25Q

Die Erwarmung des Messwiderstandes Rp durch die zugefiihrte elektrische En-
ergie darf im Rahmen dieser Aufgabe vernachldssigt werden.

(a) Fiir welchen Wert von T nimmt Ry die maximale elektrische Leistung Prp
auf? Fiir diese Teilaufgabe gilt Ry = 35 ).

Hinweis: Finden Sie zuerst mit Hilfe von Differentialrechnung den Wert
von Ry, der zur maximal umgesetzten Leistung Prr fiihrt. Nutzen Sie IThr
mathematisches Wissen tiber das Funktionsverhalten von Prp(Rr), um hin-
reichende Bedingungen fiir den Beweis des Maximums zu liefern. Bestimm-
en Sie mit dem maximierenden Ry die dazu gehdrende Temperatur T. Rech-
nen Sie allgemein und setzen Sie erst am Ende ein.

(b) Nun soll Ry unbekannt sein. Wie groft muss Ry gewihlt werden, wenn die
im Messwiderstand umgesetzte Leistung den maximalen Wert Pg = 10 W
annehmen darf?



Die Spannungsquelle Ug wird jetzt durch die zu ihr 4quivalente Gleichstromquelle
ersetzt.

(c) Berechnen Sie Ig. Verwenden Sie dafiir die bei der Teilaufgabe (a) genann-
ten Bauteilwerte:

Ug = 50V
R, = 250
Ry = 350

(d) Nun soll tiberpriift werden, ob sich die Ergebnisse der Teilaufgabe (a) bei
dieser neuen Darstellung der Schaltung #dndern. Bestimmen Sie hierfiir
den Messwiderstand Rp, der die umgesetzte elektrische Leistung Prr max-
imiert. Bestimmen Sie dazu den maximieren Strom Ig7.

Aufgabe U2

Gegeben sei folgende Schaltung aus idealen Bauelementen, die iiber eine ideale
Gleichspannungsquelle Uy und eine spannungsgesteuerte Gleichstromquelle a- Uy
versorgt wird.

(a) Berechnen Sie die Spannung U, im Leerlauffall. Geben Sie U, in Ab-
héngigkeit der drei Widerstande, der Quellspannung Uy und des Vorfaktors
.

(b) Bestimmen Sie den Kurzschlussstrom Ix. In der Gleichung fir I diirfen
nur Widerstéande, die Quellspannung Uy und der Vorfaktor a vorkommen.

(c) Fiir welches o wird im Kurzschlussfall in Ry keine Wirkleistung verbraucht?



(d) Wie grof ist der Innenwiderstand R; der Gesamtschaltung?

Aufgabe U3

Wie grofs sind R; und Rs, wenn bei den folgenden Anordnungen bei einer Gle-
ichspannung von Uy = Uy = 100V der Strom I} = 4A bzw. I, = 3.2A gemessen
wurde? Das Amperemeter kann als ideal angenommen werden, d.h. der Innen-
widerstand ist gleich Null.

- { R |
[ R | [ R ]

P o N :

Aufgabe U4

Gegeben sei das folgende Widerstandsnetzwerk:

(a) Geben Sie die zwei Maschengleichungen und die Knotengleichung, die das
Verhalten dieser Schaltung beschreiben.

(b) Bestimmen Sie den Strom Ij in allgemeiner Form. In der Gleichung diir-
fen nur die vier Widerstdnde, die Spannungsquelle Uy und den Faktor «
vorkommen.

(c) Bestimmen Sie den Faktor «, bei dem Iy = 0 wird.



Aufgabe U5

Gegeben sei die folgende Schaltung:

(a) Geben Sie zwei Maschengleichungen und eine Knotengleichung, die das Ver-
halten dieser Schaltung beschreiben.

(b) Bestimmen Sie U, in allgemeiner Form. In der Gleichung diirfen keine
Strome vorkommen.

(c) Nun sei:

e 5 =100

o U, =1V
e Uy=0,7V
o U. =10V
o R, =40kQ2
o Ry = 30k
o R, =40k

Bestimmen Sie Uy, I, I und I..



Aufgabe U6

Bestimmen Sie mit Hilfe des Knotenpunktpotentialverfahrens das Gleichungssys-
tem fiir die Potentiale Vi, V5 und V3.

2A
v, 20 20 A 160 |V,
[ | [ | 1
1 I 1 I | 1 I |
16Q
6A 8Q 24Q I::I I::I 16Q

Aufgabe U7

Stellen Sie mit Hilfe des formalisierten Maschenstromverfahrens das Gleichungssys-
tem fiir die in der Abbildung gegebene Schaltung auf. Berechnen Sie daraus Ij.

0,5R 0.5R
| — | —
| S| | S|
1 . 1 1
| S| | S| | S|
R R R Iy

J? R o,

Aufgabe U8

Berechnen Sie mittels des Uberlagerungsverfahrens (auch Helmholtz-Verfahren
genannt) die Spannung Us in der folgenden Schaltung.

R, R, R,
1 1 1
| S | S | S

NORNI N Ol

Die Werte der Bauteile sind U; = 40V, Uy = %V und R; = %Q, Ry = R3 = 1192,
Ry = %Q



Aufgabe U9

Gegeben ist folgende Schaltung, die von einer idealen Stromquelle gespeist wird.

Ot ST [

Welche Leistung gibt die Quelle ab? Hierbei empfiehlt sich das Rechnen mit
Briichen!

Vorschléage fiir die Vorgehensweise:

e Wandeln Sie zunéchst die Stromquelle in eine Spannungsquelle um. Der
Innenwiderstand der Stromquelle soll hierbei der Widerstand mit 11/12(
sein.

e Machen Sie dann mit einer geschickten Transformation der drei 3(2-Widerstande
im rechten Bereich der Schaltung weiter.

e Vereinfachen Sie das Netzwerk soweit wie moglich.

e Benennen Sie alle Knoten mit Buchstaben.

Aufgabe U10

Ein Schaltkreis besteht aus einer realen Gleichstromquelle, einer Leitung und
einem Verbraucher:

\Z 1 1Q 3
° —1 °
o o
IQ |:| 10Q U12 |:| 90Q |:| 20Q U34 |:| 90Q
2 4
| ] L ] 1 J
Stromquelle Leitung Verbraucher

Leiten Sie durch schrittweises Umformen und Vereinfachen eine dquivalente Er-
satzspannungsquelle beziiglich des Klemmenpaares 3/4 her. Wie grof sind deren
Leerlaufspannung Uy, und Innenwiderstand R;?



Aufgabe U11

Gegeben ist folgende Operationsverstiarkerschaltung (idealer OP):

%
—
I
Z,
o — -
I
——o
+
Ye u,
o 0

Leiten Sie das Spannungsverhéltnis F* her. Verwenden Sie Z so, als sei es ein

Widerstand.

Aufgabe U12

Betrachtet wird die folgende Operationsverstarker-Schaltung, bestehend aus einem
idealen Operationsverstarker und den Widerstdnden Ry, und Rg und Rjp,.

R4
—
LT
Ry
o LT
K,
o— 1
R,

Hinwets : Gehen Sie in allen Operationsversarker-Aufgaben dieser Vorlesung
von vorherrschender Gegenkopplung aus.

(a) Die Schaltung ist nicht belastet (R — o0). Fiir die Widerstdnde R5 und
Rg gilt:
Rs = 092, Rg — oo. Berechnen Sie fiir die entstehende Schaltung die
Ausgangsspannung U, = f(Uy, Us) als Funktion der beiden Eingangsspan-
nungen U; und Us.



(b) Finden Sie eine Bedingung fiir die Widerstdnde Ry, Rg, Rs und R4 so, dass
die Ausgangsspannung U, = (Ui, Us) aus Aufgabenteil a) nur die Differenz
der Eingangsspannungen verstirkt (Beweis).

Wie sieht dann die Ausgangsspannung U, = f(Uy, Us) aus?

(¢) Nun ist Rg endlich und Rs von Null verschieden, es gilt Ry = Ry = Rg
und Re = R3, Us wird mit Masse verbunden. Aus dieser Schaltung soll eine
Konstantstromquelle entstehen, d.h. der Ausgangsstrom I, = f(Uy, U,) soll
unabhéingig von der Ausgangsspannung sein.

Berechnen Sie zunéchst den Ausgangsstrom I, = f(Uy, U,) bei angeschlossener
Last Rjy,.
Wie muss nun Ry gewahlt werden, damit eine Konstantstromquelle vorliegt?

Hinweis : Betrachten Sie die Knoten Ki, K3, und K3, bestimmen Sie
die Strome und finden Sie dadurch I, = f(Uy,U,).

Aufgabe U13

Z,
1
I
Z Lk, 0
1 1 +
| I I

I_

(a) Berechnen Sie das Spannungsverhéltnis % in Abhéngigkeit von Z,, Z,, Z
und Z,. -
Verwenden Sie Z so, als sei es ein Widerstand.
(Hinweis : Stellen Sie die Knotengleichungen fiir K7 und K5 auf.)

Im folgenden sind Z;, Z,, Z5 und Z, durch folgende Bauteile bestimmt:

Ry = 33kQ, Ry = 1kQ, C3 = 10nF und Cy = 22nF. Dabei gilt Z; = Ry,
— _ 1 _ 1

Zy = Ro, Zg—m undZ4—m.

(b) Setzen Sie die Bauteilwerte in das Spannungsverhéltnis % ein. Verein-
fachen Sie das Verhaltnis, wenn die Frequenz im Bereich f € [10;500]Hz
bleiben soll. Beachten Sie dabei den Zusammenhang w = 27 f.



Aufgabe U14

Folgende ideale Operationsverstéarkerschaltung sei gegeben:

Ry R, Kp
1 1
LI LT

c

Ic
N

(a) Beschreiben Sie, ausgehend von den Knotengleichungen an den Knoten Kp,
Ky und K 4, die Abhéangigkeit von I, als Funktion von U; und U,. Nehmen

Sie an, dass der Ausgang belastet sei.

(b) Welche Bedingung muss gelten, damit I, unabhéngig von U, wird?

(¢) Nun gelte I,

2y

Uy | Us(Zy-2Z3)
Zy 4y

Der Ausgang sei dabei nicht belastet.

Ausserdem gilt Z, # Z3 # Z,. Bestimmen Sie das Verhaltnis %—f

(d) Essei nun Z, = jQ, Z, = —j11Q, Z5; = (1 — 5)§2. Berechnen Sie nun %—?

Aufgabe U15

Gegeben ist folgender Stromkreis mit Ry = 1092, Ry = 692, L = 40uH, C' = 1uF.
Die Stromquelle erzeugt den Strom i(t) = 8 cos(wt) A mit w = 2e5s~L.

Wenn sinusformige Spannungen/Strome vorliegen kann man auf eleganter Art
und Weise mit Hilfe der komplexen Zahlen rechnen.

A
i(t) @ u

(a) Wandeln Sie zunichst die Stromquelle in ihre komplexe Darstellung um.
Verwenden Sie dabei die komplexe Exponentialfunktion. Am Ende soll der



reelle Strom () durch den Realteil des komplexen Stromes i(¢) angegeben
werden konnen (Re{i(t)} = i(t)).

(b) Wandeln Sie die Bauteile in ihre komplexe Darstellung um. Bestimmen Sie
Real- und Imaginéarteil der Bauteilimpedanzen.

(c) Berechnen Sie die reelle Spannung u(t) und die reellen Strome i;(t), i2(t)
und i3(t).
Geben Sie die Grofen in Abhéngigkeit von nur einer Kosinus-Funktion an.

Aufgabe U16

An der Serienschaltung aus einer verlustfreien Spule der Induktivitdt L und
einem verdnderbaren ohmschen Widerstand R liegt eine sinusférmige Wechsel-
spannung v mit der Amplitude U, der Phase 7 und der Kresifrequenz wy.

i

— O >
R
Y u
L
\{
- O
wol = 109

U = 10V.-&7
R € [0...00)Q

(a) Wie grofs ist der Zeiger des Klemmenstroms i, wenn der Widerstand R auf

012 eingestellt wird? Geben Sie den Betrag des Zeigers und seine Phase ¢
zahlenméfig an.
Hinweis : Berechnen Sie den komplexen Strom i, d.h. wenden Sie das
Ohmsche Gesetz an, wobei der komplexe Strom durch die komplexe Span-
nung und die komplexe Impedanz (R = 02 => Z = Z;) definiert wird.
Die fiir die Rechnung benétigten Information finden sich in Kapitel 4.4.

(b) Berechnen Sie allgemein die Admittanz Y als Funktion von wg, R und L.
Geben Sie Imaginédr- (B) und Realteil (G) getrennt an.
Hinweis : Die Admitanz Y ist das Reziproke zur Impedanz Z. Berechnen
Sie also zuerst die Impedanz und bilden Sie dann den Kehrwert. Um G und
B zu bestimmen, miissen Sie eventuell komplex-konjugiert erweitern.



(¢) Fiir welchen Wert von R nimmt die Schaltung die maximale Wirkleistung
Prrae auf? Wie grofs ist dieses Paq?

Aufgabe U17

Gegeben ist der abgebildete Zweipol aus einer verlustfreien Spule mit der In-
duktivitat L, einem verlustfreien Kondensator mit der Kapazitdt C' und einem
ohmschen Widerstand R.
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(a) Berechnen Sie die komplexe Impedanz Z(jw), d.h. die Schaltung von links
gesehen, den Realteil Re{Z(jw)} in allgemeiner Form, d.h. in Abhéngigkeit
von R, C, L und w.

Der Zweipol wird nun von einer Wechselspannung mit dem komplexen Effektivw-
ert U = (6 — j2)V und der Kreisfrequenz w; gespeist. Bei wy ist Z = (3 + j2)Q.

Bestimmen Sie:

(b) die reelle Amplitude i und die Phase ¢ des Stromes im Kondensator.
Hinweis : die Grundlagen dafiir vermittelt Kap. 4.4.

(c) die vom Zweipol aufgenommene Wirkleistung P, Blindleistung @ und Schein-
leistung S.
Hinweis : Lesen Sie eventuell hierzu Kap. 5.5.

Aufgabe U18

Gegeben sei folgendes Netzwerk:
(a) Nennen Sie 3 Regeln beim Umgang mit OP-Schaltungen.

(b) Stellen Sie die Knotengleichung fiir (K) auf.

(c) Bestimmen Sie U;; und U p, in Abhéngigkeit von I.
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(d) Bestimmen Sie U, und die Phase der Spannung U, am Ausgang fiir
U, =1mV, Ry = 25002 und C; = 63nF bei f = 10kHz.
Rechnen Sie zunéchst allgemein und setzen Sie erst zum Schluss die Zahlen-
werte ein.

(e) Wie verhélt sich die Phase der Spannung U,, wenn w gegen Null geht?

(f) Wodurch wird die Amplitude des Ausgangssignals limitiert und welchen
Wert kann sie im vorliegenden Fall maximal annehmen?

Aufgabe U19

Gegeben sei folgendes Netzwerk:

Fiir die Schaltung gilt Folgendes:

e w=1000s""



e R, =20

o L,=2mH
o Ry ="

o Cp = 140pF
e R. =201

o L.=10mH

(a) Berechnen Sie Z, und Z,.

(b) Nun sei U, = 4v/2- eIV Geben Sie I, und Uy, in der kartesischen und
in der Eulerschen Darstellung.

(c) Bestimmen Sie U, in der kartesischen Darstellung.

(d) Fiir die Gesamtschaltung ergibt sich eine Spannung U, = (-6 + j14)V.
Ermitteln Sie grafisch U,. Verwenden Sie dabei folgende die Skala:
Im{U}: lem=4V
Re{U}: lem=4V

(e) Bestimmen Sie rechnerisch I, und den Wert des Widerstandes Ry, verwen-
den Sie dabei das Ergebnis aus d).

(f) Bestimmen Sie die von der Quelle abgegebene komplexe Leistung S. Kon-
nen Sie anhand von S sagen, ob die Schaltung eher induktives oder eher
kapazitives Verhalten hat.

Hinweis: Spannungen und Strome sind Effektivwerte.

Aufgabe U20

Gegeben ist folgende Schaltung und die dazugehorige Ortskurve.

(a) Bestimmen Sie R; und erldutern Sie Ihr Vorgehen.

(b) Bestimmen Sie Rz und erldutern Sie Ihr Vorgehen.
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(c) Bestimmen Sie die Gesamtimpedanz Z als Funktion von Rj, Re, C' und w.

(d) Bei welcher Kreisfrequenz ist der Imaginérteil von Z betragsméfig am
grofiten? Geben Sie die Kreisfrequenz unter der Annahme, dass C' = 1uF
ist, an.

Aufgabe U21

(a) Bestimmen Sie die Gesamtimpedanz Z und geben Sie Z nach Real- und
Imaginérteil an. Bestimmen Sie auch die Resonanzkreisfrequenz wy.

(b) Zeichnen Sie die Ortskurve von Z mit Gy = 1/Re = 0S. Beschriften Sie sie
mit w = wp, w — 0 und w — oo.

(c) Verwenden Sie das Ergebnis aus Aufgabenteil 3.b), um die Ortskurve von
Y mit G2 = 1/Ry = 0S zu konstruieren (keine Rechnung!). Wie erhilt man
die Ortskurve von Y (ein Satz!)?

Beschriften Sie sie mit w = wp, w — 0 und w — oo.

(d) Wie verdndert sich die Ortskurve von Y, wenn Gy = 1/Ry # 0S? Geben
Sie eine zeichnerische Losung an.



Aufgabe U22

Gegeben seien die folgenden Ortskurven:

Im{Z}“
@ - -
Ao
> 10728 -~
10092 Re{z} % Re(Y)
w — 00
w
Figure 1: Abb 4.1 Figure 2: Abb 4.2
Im{Z} )
Im{Z} @
“ @
w
w—0 W/ — 0
\ Re{Z} B
w — 00
w
Figure 3: Abb 4.3 Figure 4: Abb 4.4

(a) Zeichnen Sie fiir die Ortskurven in Abb. 4.1-4.4 jeweils eine passende
Zweipol-Schaltung unter Verwendung von passiven Bauelementen. Geben
Sie jeweils den mathematischen Ausdruck fiir Z an.

Im Folgenden gilt: w = 10%s~! und Oui = /4 bzw. oy = —m/4

(b) Geben Sie die Werte der Bauteile fiir die Ortskurve in Abb. 4.1-4.3 an.



Aufgabe U23

Es sei folgende Schaltung gegeben:

(e, O

(a) Berechnen Sie die Impedanzmatrix [Z].

(b) Berechnen Sie die Admittanzmatrix [Y] einmal direkt und einmal durch
Transformation von [Z].

Aufgabe U24

Untersucht werden soll folgende Schaltung:

Ry
1
| S|
a Ro b Rz c
—o——

e (D (17 oF

(a) Berechnen Sie den vom Amperemeter rechts angezeigten Strom I fiir
R1 = 109, R2 = 309, Rg = 20Q, R4 = 602 und Ue = 15V.

(b) Nun werden Spannungsquelle und Amperemeter ausgetauscht, bestimmen
Sie [ fiir die neue Anordnung.



Aufgabe U25

Bestimmen Sie die Y-Parameter der unten stehenden Schaltung

Ry =50, Ry = 109, Ry = 15Q, Ry = 209

Aufgabe U26

Gegeben sei folgendes 2-Tor:
|

4o °
ul Y c, YI=s-U, U,
|5 by

(o, O

Bestimmen Sie die Y-Parameter des 2-Tors und zeichnen Sie zwei Ersatzschalt-
bilder (Bild 1: Y71,Yo;; Bild 2: Y79,Y52) mit sémtlichen Vereinfachungen.

AN

Aufgabe U27

Gegeben ist der Zusammenhang 7; = R; - C; (i = 0, 1,2, 3), die folgenden Uber-
tragungsfunktionen G,,(jw) = %‘1 und die normierte Kreisfrequenz = -%1.

e

. JwTy
G —
109 = T aom) (1 + joms)
, 1
G, (Jw) = m
. 1 JWT
G (jw) hedb

JwTo ' (1 + jwra)(1 + jwTs)

Zahlenwerte:
Ry = 10M€Q, R; = 10082, Ry = 10012, Rs = 1000012, Cy = 1uF, Chy = 100uF,



Cy = 100uF, Cy = 10nF

(a) Skizzieren Sie die Bodediagramme der drei Ubertragungsfunktionen G4 (jw),
G (jw) und G3(jw).

(b) Welche Bedingung muss eingehalten werden, damit die Ubertragungsfunk-
tion der Schaltung nach der Abbildung folgende Gestalt hat?

. U JwTy
G, (jw) = =8 = _ ,
Gy (jw) U, ~ (1+ jur)(1+ jwrs)
H 1 I

Hinweis: Beachten Sie, dass 71, 75 und 73 nicht die selben Werte wie in a) haben.

Aufgabe U28

Eine Wechselspannungsquelle speist eine Operationsverstéirkerschaltung und nach-
folgenden RC-Hochpass.

; R

R c

Lo - 1 2

: ' :°'_|I °

: + :

igel ’7 l Ya1 E‘]R igaz
o o o

— R 2

(a) Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion G (jw) = %“1. Fiihren Sie eine

geeignete Normierung ) = w% ein und bestimmen Sie den Amplitudengang
ag,/dB und den Phasengang ¢g,. Zeichnen Sie ag, und g, im Bodedia-
gramm.

(b) Berechnen Sie die komplexe Ubertragungsfunktion G, (jw) = %—Z? des pas-
siven RC-Hochpassgliedes. Tragen Sie den Amplituden- und Phasengang in
das Bodediagramm aus Teilaufgabe a) ein (Cy = 7 - C).

(c) Zeichnen Sie die Kennlinien der Ubertragungsfunktion G,.,(jw) = 72



Aufgabe U29

Gegeben seien folgende Verstirker- und Tiefpassschaltungen mit Ry = 2052,
R2 = 5Q, R3 = 1k‘Q, Ll = OlmH, L2 = QOOmH, C =10nF.

(a) Skizzieren Sie die Bode-Diagramme (Amplituden- und Phasengang) des
Spannungsverhéltnisse G, (jw) = %—j des Verstéirkers ohne Tiefpass.

(b) Berechnen Sie den Amplituden und Phasengang des Tiefpasses fiir
Gy (jw) = %—z und zeichnen Sie auch diesen Verlauf in die Diagramme aus

Teilaufgabe a) ein.

(c) Ermitteln Sie graphisch die Bodediagramme der Gesamtschaltung.

Aufgabe U30

Die Abbildung zeigt einen verlustlosen Transformator ohne Streuung. Am Ein-
gang wird ein Wechselstrom mit verdnderbarer Frequenz w angelegt.

K=1

(a) Wie lautet die komplexe Eingangsimpedanz Z als Funktion von L, Lo, R,
C und w?

(b) Wie lautet die Resonanzfrequenz wy = f(Li, Lo, R,C), bei der die Ein-
gangsimpedanz Z rein reell wird.

(c) Zeichnen Sie das Ersatzschaltbild des Transformators in der Abbildung
unter Verwendung von nur drei Elementen und bestimmen Sie deren Wert.



(d) Im folgenden sei w = wp, d.h. die Schaltung wird bei Resonanz betrieben.
Berechnen Sie die in der Schaltung umgesetzte Wirkleistung.

Aufgabe U31

Eine Last Z, = R, + j X, soll mittels eines verlustlosen, streulosen Transforma-
tors an eine Spannungsquelle mit der Quellenspannng U, und dem Innenwider-
stand R; angepasst werden.

oK § 8NP

(a) Berechnen Sie bei sekundérem Kurzschluss den Kurzschlussstrom I - (Zahlpfeil
von a nach b)

(b) Berechnen Sie bei sekundérem Leerlauf die Ausgangsspannung U, an den
Klemmen a und b.

(c) Berechnen Sie beziiglich der Klemmen a und b die komplexe Innenimpedanz
der Schaltung.

(d) Geben Sie beziiglich der Klemmen a und b die Ersatzspannungsquellen-
schaltung an.

Vom Transformator und der Spannungsquelle seien folgende Daten bekannt:
L1 =10mH, Ly = 100mH, R; =29, f = 15.916H z.

(e) Mit Hilfe welcher Bauelemente der Last kann eine Leistungsanpassung er-
folgen?
Geben Sie die Werte der Bauelemente an.

f) Berechnen Sie den Wirkungsgrad der Schaltung n = £ fiir f = 15.916H z.
77 Pges
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